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1
統計力学の基礎

1. 1 エントロピーとギブスの正準集団

統計力学と熱力学との結びつきを示すのが本節の目的である．統計力学を使
えば，原子一個一個のミクロな相互作用から，1023個オーダーの原子集団のマ
クロな熱力学量が計算される．統計力学の基本原理は「等エネルギー面上のす
べての可能な微視的状態が同じ確率で実現される（等重率の原理）」と，「一つ
の系の長時間平均は位相的母集団に対する平均 (位相平均)に等しい」というエ
ルゴード仮説 (ergodic hypothesis)である．これから次の二つの重要な結
果が導かれる．一つ目は系のエントロピー S が，系の取りうる場合の数 (状態
数)W とボルツマン (Boltzmann)定数 kB をもちいて，

S = kB lnW (1.1)

というよく知られたボルツマンの関係をとること．もう一つは，ギブス (Gibbs)

の正準集団が exp(−Ei/kBT )という分布をとることである．
この二つの重要な主題からはじめて，ミクロな統計力学とマクロな熱力学と

を結びつける．数式がやたらと多いが，使っている数学は単なる微分積分の初
等公式だけである．先ずはボルツマンのエントロピーが熱力学エントロピーと
同じものであることを，一般的な系に接触させた理想気体の状態数から導く．

1. 1. 1 理想気体の状態数
まず，理想気体の状態数W を求める．系は均一な N 個の質量mの粒子が

体積 V の箱にあり，全エネルギーは運動エネルギー pi の和
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E =
N∑

i=1

p2
i

2m
(1.2)

であると考える．N 個の同種粒子からなる粒子系が，ある瞬間にどのような状
態にあるのかは，N 粒子の運動量ベクトルと位置ベクトルをすべて指定するこ
とによって定まる．各々のベクトルは 3成分からなるので，合計 6N 個の成分
を持つ．N 粒子系の状態はこの 6N 次元の空間の一点として表されることにな
り，この 6N 次元の空間を位相空間あるいはΓ空間とよぶ．理想気体では状態
は連続的なので 1個，2個...と数えることはできないが，位相空間を離散的な
メッシュに区切って考える．位置座標の幅を∆q，運動量座標を∆pとすると，
ハイゼンベルグの不確定性原理から

∆q ∆p > h (1.3)

が成立する．ここで hはプランク定数で，メッシュの最小単位としてこの値が
期待できる．

位置

運
動
量

セル ∆p

∆q

図 1.1 位相空間の微小なメッシュによる分割．

位相空間の体積は座標空間の体積と運動量空間の体積との積で書ける．状態
数は

W =
1

N !

(
1
h3

)N ∫
dqN

∫
dpN =

1
N !

(
V

h3

)N ∫
dpN (1.4)

となる．係数 N !は座標空間の異なる N 点にある粒子の置換を数えたもので，
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すべての粒子が同じ区別できない粒子なら積分にはすべての異なる配置が N !

重に現れる．
エネルギー E をとる運動量空間の体積は，エネルギーが E 以下の状態の数

をN(E)とすると

N(E + ∆E)−N(E) ' dN(E)
dE

∆E (1.5)

という関係から，N(E)のエネルギー微分で求められる．半径 Rの N 次元超
球の超体積 VN を求める公式は

VN =
2(πR2)N/2

NΓ(N/2)
(1.6)

である．ここでΓはガンマ関数Γ(n) = (n−1)!である．R =
√

2mE，N → 3N

とおくと，

V3N =
2(2πmE)3N/2

3NΓ(3N/2)
(1.7)

が得られ，このエネルギー微分を (1.4)式に代入すると状態数は

W =
1

N !

(
V

h3

)N (2πm)3N/2

Γ(3N/2)
E

3N
2 −1 (1.8)

で求まる．

1. 1. 2 ボルツマンのエントロピー
理想気体の状態数が求まったら，その理想気体の系 (II)をもっと一般的な系

(I)と緩く接触させる．全エネルギーが一定の場合 (ET = EI + EII)を考えよ
う．今，全系がエネルギー ET をもつ場合の状態数をW (ET)，系 Iがエネル
ギー EI をもつ場合の状態数WI(EI)，そして系 IIがエネルギー EII をもつ場
合の状態数をWII(ET −EI)とする．エネルギーが EI，EII に分かれている確
率 P (EI)は，等重率の原理により状態数に比例して

P (EI) =
WI(EI)WII(ET − EI)

W (ET)
(1.9)

となる．全系のもっともらしいエネルギーの分配は，対象系のエネルギーEIに
対して P (EI)が極大になればよい．したがって，



Statistics : 2004/6/7(18:0)

1. 1 エントロピーとギブスの正準集団 7

dP (EI)
dEI

=
dWI(EI)

dEI

WII(ET − EI)
W (ET)

+
dWII(ET − EI)

dEI

WI(EI)
W (ET)

= 0.

(1.10)

エネルギーが一定という条件 (dEI = −dEII)を参考にして整理すると，

1
WI(EI)

dWI(EI)
dEI

=
1

WII(EII)
dWII(EII)

dEII
(1.11)

あるいは
d lnWI(EI)

dEI
=

d lnWII(EII)
dEII

(1.12)

である．先程求めた理想気体の状態の数を代入すると

d lnWII(EII)
dEII

=
3NI

2EI
=

1
kBT

(1.13)

となる (N が大きいので，3N/2− 1 ' 3N/2としている)．ここで理想気体温
度 E/N = 3/2 kBT を用いた．
マクロな熱力学で得られている温度の定義

∂S

∂E
=

1
T

(1.14)

と見比べると，統計力学で数えたW と熱力学から求まるエントロピー S との
間には

d lnW = d
(

S

kB

)
(1.15)

が成り立つ．ボルツマンのエントロピーが縮退していない基底状態で 0になる
という別の観測事実から

S = kB lnW (1.16)

が得られる．こうしてボルツマンのエントロピーが熱力学エントロピーと同じ
ものであるという事実が確かめられる．

1. 1. 3 ギブスの正準集団
ギブスの正準集団 canonical ensemble(カノニカルは標準的という意味)

は，どれも同じ組成，温度，体積をもつが，集団の他のメンバーとエネルギー
をやり取りしながら，可能な微視状態で揺らぐことが許されている．ギブスの
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正準集団の分布が exp(−Ei/kBT )となる直観的な論拠はギブスが示した通り
である．すなわち，同一の分布を持つ独立な部分系から複合系を作るとき，微
視的状態の出現確率 P (E)において，エネルギーが加算的となる，つまり

P (EI + EII) ∝ P (EI)P (EII) (1.17)

が成立するのは唯一指数形式だけだからである．もうすこし論理的に，先程と
同様に理想気体を熱源とする系と接触させるという方法で導いておこう．
熱源の系 (II)と対象とする系 (I)が接触して，熱平衡状態にあるとする．全

系のエネルギーは ET = EI + EII で与えられる．注目する系 (I)が微視的状態
iに見いだされる確率を Piとする．熱浴 (II)がエネルギーEIIにある微視的状
態の数をWII(EII)としよう．すると対象系が EI = Ei である特定の状態 iの
とき，複合系全体は孤立系に対する等重率の原理が成り立っているので，Piは

Pi =
Wi(Ei)WII(ET − Ei)

W (ET)
. (1.18)

これは (1.9)式と違ってWiはエネルギー EIをもつ複数の状態ではなく一つの
iという状態を仮定している．結局 Pi は

Pi ∝ WII(ET − Ei) (1.19)

となる．両辺の対数をとると，

lnPi = lnWII(ET − Ei) + const (1.20)

ここで constはある定数項である．ところで熱浴 (II)は系 (I)より十分大きいと
したので，エネルギーについても ET >> Eiである．そこで lnWII(ET −Ei)

をテイラー展開し，最初の 2項を残すと

lnWII(ET − Ei) ' lnWII(ET)− d lnWII(E)
dE

Ei (1.21)

を得る．右辺の第 1項は注目している系の状態 iによらない定数であるから，
理想気体の場合の温度微分 (1.13)式をもちいて

Pi ∝ exp
[
−d lnWII(E)

dE
Ei

]
= exp

(
− Ei

kBT

)
(1.22)
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であり，微視的なエネルギー状態にわたる確率分布は指数関数的であるという
ギブスの主張と一致する．
規格化定数 Z を用いると，確率は，

Pi =
1
Z

exp
(
− Ei

kBT

)
(1.23)

Z =
∑

i

exp
(
− Ei

kBT

)
(1.24)

となる．この和は正準分配関数 (partition function)あるいは状態和と呼ば
れる．

1. 1. 4 正準分配関数と熱力学との対応
統計的に得られた微視的状態の数と熱力学的な値との関係はどうなっている
であろうか．ここでは状態和が活躍する．これは状態和の対数に対する微分が
確率付きの集団平均の形をしているからである．実際に lnZ の温度微分を取
ると

d lnZ

dT
=

1
kBT 2

∑
Eie

−Ei/kBT

∑
e−Ei/kBT

=
1

kBT 2
〈E〉 (1.25)

となる．これから平均エネルギーが容易に求まる．
さらにヘルムホルツの自由エネルギーとの関係が以下のようにして導かれる．

マクロな熱力学から定義されるヘルムホルツの自由エネルギーは

F = E − TS (1.26)

である．F/T の全微分式は

d
(

F

T

)
= d

(
E

T

)
− dS

= − E

T 2
dT +

1
T

dE − dS (1.27)

である．これに
dE = TdS − pdV (1.28)

を代入すれば
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d
(

F

T

)
= − E

T 2
dT − p

T
dV (1.29)

と求められる．これより関係式

E = −T 2 ∂

∂T

(
F

T

)∣∣∣∣
V

(1.30)

が導かれる．この熱力学から導かれた式と，統計力学から得られた (1.25)式と
を比較すると

F = −kBT lnZ (1.31)

あるいは

Z = e−F/kBT (1.32)

が得られる．
さらに系のゆらぎについて見ておこう．エネルギーのゆらぎの期待値は

〈
(E − 〈E〉)2〉 =

〈
E2

〉− 〈E〉2

=
1
Z

∑
E2

i e−Ei/kBT −
(

1
Z

∑
Eie

−Ei/kBT

)2

(1.33)

である．平均エネルギー Ē の温度微分を計算してみると

dĒ

dT
=

d
dT

∑
Eie

−Ei/kBT

Z

=
1

kBT 2

{
1
Z

∑
E2

i e−Ei/kBT −
(

1
Z

∑
Eie

−Ei/kBT

)2
}
(1.34)

を得るが，比較すれば分かる通り，

dĒ

dT
=

1
kBT 2

〈
(E − 〈E〉)2〉 (1.35)

という関係が成立している．平均エネルギーの温度微分は定積比熱に等しい．
(1.35)式から分かる通り比熱は必ず正の値を取る．
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1. 1. 5 固 体 の 比 熱
固体の熱的振る舞いを表す最も単純なモデルであるアインシュタイン (Ein-

stein)モデルを取り上げて，熱力学関数の温度依存性を見る．現実の原子は周
りの原子から受ける力によって平衡位置にあり，有限温度ではそのまわりで揺
らいでいる．これを見直して，図 1.2のように原子を平衡位置にばねで固定し
てしまうというのがアインシュタインモデルである．

(a) (b)

図 1.2 (a) ばねモデルと (b) アインシュタインモデル．

一つの調和振動子のエネルギーは，量子力学から

En =
(

n +
1
2

)
h̄ω (1.36)

で与えられる．ここで h̄は hをプランク定数とすると h̄ = h/2π，ωは角振動
数で質量をm，ばね定数をK とすると ω =

√
K/mで求まる．N 個の原子が

3次元に振動する固体の場合には自由度は 3N となり，それぞれのとるエネル
ギー準位の集合と考えられて，系全体のエネルギーは

E =
3N∑

i=1

(
ni +

1
2

)
h̄ω (1.37)

で求まる．
振動子間の相互作用はないとしているので，系全体のエネルギーは各振動子

のエネルギーの単純な和になっており，分配関数も状態和を各振動子ごとに独
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立に取れるので，系全体の状態和は

Z =
∞∑

n1=0

· · ·
∞∑

n3N=0

e
− Eni

kBT =

[ ∞∑
ni=0

e
−(ni+1/2) h̄ω

kBT

]3N

(1.38)

となる．ここで等比級数の無限和の公式
∞∑

n=0

xn =
1

1− x
(1.39)

を使えば，

Z =
(

e−h̄ω/2kBT

1− e−h̄ω/kBT

)3N

(1.40)

と計算できる．これからヘルムホルツ自由エネルギーは (1.31)式に代入して

F = −kBT lnZ = −3kBTN ln
(

e−h̄ω/2kBT

1− e−h̄ω/kBT

)
(1.41)

で求まる．エネルギー，比熱なども (1.25)，(1.35)式を通じて

E = kBT 2 d lnZ

dT
= 3N

h̄ω

2
1 + e−h̄ω/kBT

1− e−h̄ω/kBT
(1.42)

C =
dE

dT
= 3NkB

(
h̄ω

kBT

)2 e−h̄ω/kBT

(
1− e−h̄ω/kBT

)2 (1.43)

となる．これらの関数の温度依存性を図 1.3に示した．

0
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y 
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図 1.3 アインシュタイン模型に基づく各熱力学関数の温度依存性．

このモデルで高温極限をとると１モルあたりの比熱は，アボガドロ数を NA

とすると
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CV ' 3NAkB = 3R (1.44)

となり，古典極限でよく知られたデューロン・プティ(Dulong-Petit)の法則
を導く．一方，低温極限では比熱は expで 0へ収束しており，T 3で収束する実
験事実と異なる．これはアインシュタイン模型では無視されていた振動数の分
布を取り入れたデバイ (Debye)モデルによって正しく理論的に導かれている．

1. 2 相平衡／相転移

材料を扱ううえで最も重要な情報「ある温度・圧力・組成でどのような相が
得られるか」を相図 (状態図)は示してくれる．例えば，固体の氷も温度を上げ
ると融けて水になるように，物質が一つの状態を保ちうるのは，温度，圧力の
ある領域に限られる．ここでは相内の粒子数が変化する集団を考え，化学ポテ
ンシャルを導入する．さらに，平衡条件からギブスの相律を導く．これらを基
に一元系において，はじめは単純な温度のみが変化する系を，次に温度と圧力
が変化する系を調べ，相図がどれほど有益な情報を与えてくれるかを見る．

1. 2. 1 相平衡と化学ポテンシャル
正準集団ではエネルギーの揺らぎは許しているが，粒子の数が変化する揺ら
ぎは取り入れられていない．より一般的な粒子の揺らぎも許す系 (開いた系と
呼ばれる)を考える．ここでキーとなる熱平衡状態での化学ポテンシャルを導
き，その振る舞いを調べる．
全系のヘルムホルツの自由エネルギー F は

F = FI(NI, T, VI) + FII(NII, T, VII) (1.45)

となる．この系が平衡状態にある時，粒子に対して F は最小値をとるので，

δF = δNI

[(
∂FI(NI)

∂NI

)

T,V

+
(

∂FII(N −NI)
∂NI

)

T,V

]
= 0

δNI

[(
∂FI

∂NI

)

T,V

−
(

∂FII

∂NII

)

T,V

]
= 0 (1.46)
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となる．ここで化学ポテンシャルを
(

∂F

∂N

)

T,V

= µ (1.47)

と定義すると，先の粒子の平衡条件は各系での化学ポテンシャルが等しいこと
に対応する．
実験で制御しやすい温度と圧力が一定に保たれた場合には，ギブスの自由エ

ネルギーが使われる．ギブスの自由エネルギーGはヘルムホルツの自由エネル
ギー F と

G(N, T, p) = F (N, T, V ) + pV (1.48)

の関係がある．T, pを一定としてN の偏微分を取ると
(

∂G

∂N

)

T,p

=
(

∂F

∂N

)

T,p

+
(

∂F

∂V

)

N,T

(
∂V

∂N

)

T,p

+ p

(
∂V

∂N

)

T,p

(1.49)

ここで p = − (∂F/∂V )N,T より後ろの二項は消えて，
(

∂G

∂N

)

T,p

= µ (1.50)

となる．化学ポテンシャル µはギブスの自由エネルギーの粒子微分でもある．
さらに，化学ポテンシャルはギブスの自由エネルギーとの間のもう一つ重要な，

G = µN (1.51)

つまり化学ポテンシャルは 1粒子あたりのギブスの自由エネルギーに等しいと
いう関係がある．ギブスの自由エネルギーは示量変数だから，示強変数 T, pを
一定に保ってN を 2倍にすれば，Gも 2倍になる．つまり，

G(αN, T, p) = αG(N, T, p) (1.52)

が成立する．左辺を αで偏微分して 1とおくと，

∂G(αN, T, p)
∂α

=
∂G(αN, T, p)

∂αN

∣∣∣∣
α=1

∂αN

∂α
=

∂G(N, T, p)
∂N

N (1.53)

となり，これは µN に等しい．右辺の微分はGであるので (1.51)式が導かれる．
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より一般的に多数の元素を含む系を多元系とよぶ．この場合の系全体の自由
エネルギーは，原子種を iで区別すると，

G =
∑

i

µiNi (1.54)

で与えられる．自由エネルギーはもともと示量変数であるが，モルあたりの示
強変数に変えて議論することが通常おこなわれる．多元系でのモルあたりの自
由エネルギーは粒子数Ni に替わって，組成 xi が使われて，

G =
∑

i

µixi (1.55)

となる．以降の議論では，記号としてGを区別していないが，モル自由エネル
ギーを念頭に置いている．

1. 2. 2 ギブスの相律
温度 T，圧力 pで平衡状態にある系の独立な成分の数が n，共存する相の数
がmの時，

f = 2−m + n (1.56)

を自由度とよび，独立に選びうる変数を表している．この式は以下の通り導か
れる．
各相で濃度はmn個の変数と考えるられる．ただし全濃度の和は 1になるの

でm個の拘束条件がつく．独立な変数の数は温度と圧力を加えて

2 + mn−m (1.57)

ところが先程求めたように化学ポテンシャルはどれも一致する必要がある．i成
分の j 相での化学ポテンシャルを µ

(j)
i として，平衡条件は

µ
(1)
1 = µ

(2)
1 = · · · = µ

(m)
1 = µ1

µ
(1)
2 = µ

(2)
2 = · · · = µ

(m)
2 = µ2

· · · · · ·
µ(1)

n = µ(2)
n = · · · = µ(m)

n = µn
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(1.58)

という n(m− 1)の拘束条件となる．以上より自由に変えうる変数の数 f は

f = 2 + mn−m− n(m− 1) = 2−m + n (1.59)

となる．f = 0の場合を不変系という．さらに実験は大気圧下で主におこなわ
れるので，自由度を 1−m + nと考えて考察する場合もある．

1. 2. 3 相 転 移
相図の背後には必ず自由エネルギーが存在する．一元系の相平衡を自由エネ

ルギーから調べてみよう．二つの相を考える．低温で安定な I相と準安定な II

相 (EI
0 < EII

0 )で，異なったばね定数 (KI > KII)を持っているとする．先程
求めたアインシュタインモデルで自由エネルギーの温度依存性を示すと図 1.4

のようになる．これは I相を固相，II相を液相と考えても良い．液相や固相な
どの凝縮相では圧力の変化はそれほど自由エネルギーに影響しないので無視し
ても良い．

Fr
ee

 E
ne

rg
y

Temperature

Phase II

Phase I

Ttr

図 1.4 固相 (I) と液相 (II) をモデル化したばね定数の違うアインシュタイン結晶の自
由エネルギーの温度依存性．

熱平衡状態はギブスの自由エネルギーが最小であるから，低温では I相が安
定であり，高温では II相が安定である．この相の変化を相転移 (phase tran-

sition)，転移する温度を転移点とよぶ．転移点 Ttrでは二相が共存し，自由エ
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ネルギーは一致して

GI(Ttr) = GII(Ttr) (1.60)

が成立する．
体積が転移点近傍のそれぞれの相でほぼ一定とすると，自由エネルギーの温

度微分はエントロピーとみなせる．図ではあらわにはエントロピーが不連続に
変化していることがうかがえる．エントロピー変化にともなうエンタルピーの
変化を見積もるには，転移点では自由エネルギー変化∆Gがゼロであることに
注意して，

∆G = ∆H − Ttr∆S = 0 (1.61)

から，

HII −HI = Ttr (SII − SI) (1.62)

で求まる．SII − SI > 0であるので，I相から II相への転移で熱は吸収される．
逆に温度を下げた場合には，II相から I相へのエントロピーの低下とともに熱
が放出される．この熱を潜熱 (latent heat)と呼ぶ．
潜熱のある無しによって相転移は，1次相転移 (first-order transition)と 2

次相転移 (second-order transition)に区分される．1次転移ではエネルギーな
どの自由エネルギーの 1階微分の物理量が転移点で不連続に飛ぶ．これに対し
て 2次転移ではエネルギーは連続で，比熱などの自由エネルギーの 2階微分に
あたる物理量が飛びもしくは発散を示す．

1. 2. 4 熱力学量の経験則
自由エネルギーを実験的に求める際には比熱が重要な役割を果たす．実験室
で実現しやすい定圧の条件下では，定圧モル比熱Cpを用いると便利である．系
のエンタルピーH は

H(T ) = H0 +
∫ T

T0

Cp(T )dT (1.63)

で求まる．ここでH0 は T0 でのエンタルピー値である．通常 T0 には絶対零度
が取られる．またエントロピー S は
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S(T ) = S0 +
∫ T

T0

Cp(T )
T

dT (1.64)

で与えられる．
融解のエントロピー変化は∆Sf ' 2ncal/K/mol ' 8.4nJ/K/molで与えら

れるというリチャーズの法則　Richards’ ruleがある．ここで nは 1分子を
構成する原子数で，例えば NaClでは n = 2である．この経験則はあまりあっ
ていないが，目安としては使え，金属では若干大きな値 (9∼11J/K/n-mol)で
ほぼ一定，イオン性の化合物ではそれよりやや大きく ('14J/K/n-mol)，半導
体ではさらに大きな値 ('30 J/K/n-mol)を取る．不一致の原因は固相と液相
の原子配列・電子構造の変化が結合性によって大きく異なるためである．

1. 2. 5 準 安 定 平 衡
図 1.5は 2つの固相を含む場合の自由エネルギー曲線の模式図である．2つ

の相の自由エネルギーが交差していると仮定する．さて高温の液体から温度を
下げていくと通常は，I相の自由エネルギーと交わる温度で凝固が始る．ところ
が液体を急速に冷却したり，核生成を抑えて凝固させると平衡の凝固点より低
い温度においても液体状態を保つことが可能である．このような状態を過冷却
液体 (undercooled or supercooled liquid)という．さらに温度を下げる
と低温相の自由エネルギーと交差し，ここで低温相と液相とが平衡を保つこと
が可能である．このように最も安定な状態ではないが，自由エネルギーが一致
するという平衡条件を満たすことを準安定平衡 (metastable equilibrium)

とよぶ．これはめったに起こらない珍しい現象ではなく，金属材料でなじみの
深い Fe-Fe3C系では通常の冷却速度で実現される．

1. 2. 6 一元系の相図
温度と圧力の変化に伴う H2Oの相図は図 1.6のようになる．ここで化学種

はH,Oの 2種であるが，その間には化学反応式H2 + 1/2O2 → H2Oが存在す
るので，その独立な成分の数は 1となる．成分のこのような数え方は，酸化物
を含んだ系では頻繁に出会う．
一元系でのギブスの相律は
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Tm[I]

Tm[II]

Ttr

I

II

図 1.5 準安定平衡を含んだ系の模式図．Ttr は I →II の同素変態，Tm[I] は I 相の準
安定凝固点，Tm[II] は II 相の平衡凝固点をそれぞれ表す．

273.16 647.10

22.064

[MPa]

温度 [K]

圧
力

臨界点

3重点611

[Pa]

液体

気体

固
体

図 1.6 H2O の圧力-温度線図 (p− T diagram)．
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f = 3−m (1.65)

となる．全体が均一な 1相のときは，m = 1より f = 2となり，温度と圧力の
2変数を独立に変えることができる．領域の境界は曲線となる．この曲線上で
は 2相の共存が可能であり，2相共存曲線という．2相が共存する温度-圧力で
は，f = 3− 2 = 1となり自由度が 1で，温度を決めれば圧力が決まるという
関係が成立する．逆に言えば，圧力を決めてしまうと，液相と固相が共存する
温度が決まってしまうことを意味する．3相が共存するm = 3の時には f = 0

となり図のように 3重点 (triple point)となる．
2相共存曲線には 3重点で終わるものと，途中で途切れるものがある．液体

と気体を比べれば，理想気体の状態方程式からも分かる通り，その差は密度だ
けである．共存曲線に添って高温，高圧にすると，その差は次第になくなりつ
いには区別がつかなくなる．ここで共存曲線は途切れることになる．この点を
臨界点 (critical point)といい，それよりも高温，高圧の状態を超臨界状態と
いう．

A,Bの 2相が平衡している 2相共存曲線の変化量はクラウジウスークラペイ
ロン (Clausius-Clapeyron)の式

dp

dT
=

∆S

∆V
(1.66)

で求められる．この式は，温度・圧力が微小変化した場合のギブスの自由エネ
ルギー変化

dG = −SdT + V dp (1.67)

と，2相平衡でのギブスの自由エネルギーが等しい条件，

−SAdT + VAdp = −SBdT + VBdp (1.68)

より求まる．dp/dT は p−T 相図の曲線の傾きである．融解ではエントロピー
変化は正であり，一般の金属の融解では体積が上昇するので，p− T 相図での
傾きは正であり，圧力上昇にともなって融点は上昇する．水の場合は，体積変
化は負であるので，圧力上昇にともなって融点は低下する．
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1. 3 2元系の相図

次に A–Bという 2種類の元素で構成される 2元系の場合の状態図の求め方
を見ていく．統計的な記述や計算値だけからでは理解しづらい熱力学的物理量
(特に自由エネルギー)が，状態図を通して視覚的に理解できる．

1. 3. 1 溶 体 モ デ ル
純物質状態では温度・圧力が定まれば，自由エネルギーはある値をとる．2元

系で混合した状態では自由エネルギーは組成に依存した曲線となる．この状態
を溶体 (solution)，特に固体の溶体を固溶体 (solid solution)と呼ぶ．溶体
の自由エネルギーのモデルとして，もっとも簡単な単純平均の偏析極限からは
じめて, 混合のエントロピーを取り入れた理想溶体近似，混合のエンタルピー
を取り入れた正則溶体近似について順に見ていこう．
単相 A, Bの自由エネルギーを G0

A, G0
B としよう．A,B原子が混合して 1モ

ルの溶体を作るとする．A,B原子の組成を xA, xB とすると，自由エネルギー
がこの二点を結んだ直線のとき，すなわち

G0 = xAG0
A + xBG0

B (1.69)

は，2相が完全に分離した状態とみなせる．このような状態は偏析極限 (segre-

gation limit)と呼ばれる．自由エネルギー変化はここからのズレで測られる．

次にA,B原子があらかじめ決まった格子位置にランダムに配置された場合の
エントロピー変化を求めよう．これは状態数を数える前章での取り扱いのとお
りで，N 個のサイトに，A,B原子NA, NB 個を配置する場合の数は，

W =
N !

NA!NB!
(1.70)

で与えられる．スターリング (Stirling)の公式 (lnN ! ∼ N lnN−N)を使って，

lnW = (N lnN −N)− (NA lnNA −NA)− (NB lnNB −NB)
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図 1.7 (a) 理想溶体，(b) 正則溶体近似モデルの組成–自由エネルギー図．

= (NA + NB) lnN −NA lnNA −NB lnNB (1.71)

となる．ここで N = NA + NB とした．xA = NA/N, xB = NB/N であるの
で，ボルツマンのエントロピーの関係を使って，

∆S = kB lnW = −R(xA lnxA + xB lnxB) (1.72)

が得られる．ここで N は 1 モルの格子数であるのでアボガドロ数に等しく，
R = kBN で定義される気体定数を用いている．この項だけを取り入れた混合
の自由エネルギーは

∆G = GAB −G0 = −T∆S = RT (xA lnxA + xB lnxB) (1.73)

となり，このような溶体を理想溶体 (ideal solution)という．
つぎに溶体の混合によるエンタルピー変化 ∆H を求めよう．液体や固体

などの凝集相では圧力項 (pV ) はエネルギー項 (E) にくらべて小さいので，
H = pV + E ∼ E と考えてよい．相互作用エネルギーが，もっとも単純な
最近接原子対で決まると考える．すなわち A–A, B–B, A–Bのそれぞれのボン
ドの種類で決定されるとする．混合後のエネルギーは，i − j のボンドの数を
Nij ,ボンドのエネルギーを eij とすると

EAB = NAAeAA + NBBeBB + NABeAB (1.74)

で表される．zを格子点に隣接する格子点の数，配位数 (coordination num-

ber)，とすると，A原子のまわりに B原子が配位する確率は zxB である．A
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原子は全体で NxA であるから，NAB は NzxAxB となる．A–Aおよび B–B

ボンドの数はそれぞれNAA = 1/2Nzx2
A, NBB = 1/2Nzx2

Bで与えられる．こ
こで 1/2は，おのおののボンドを 2度数えているからである．これらを上式に
代入すると，

EAB =
1
2
Nzx2

AeAA +
1
2
Nzx2

BeBB + NzxAxBeAB

=
1
2
NzxA(1− xB)eAA +

1
2
NzxB(1− xA)eBB + NzxAxBeAB

=
1
2
NzxAeAA +

1
2
NzxBeBB + NzxAxB

(
eAB − eAA + eBB

2

)
(1.75)

となる．最初の 2項は偏析極限のエネルギーと等しいので，混合によるエンタ
ルピー変化は

∆H = Nz

(
eAB − eAA + eBB

2

)
xAxB = ΩxAxB (1.76)

で求まる．この Ωを相互作用パラメータ (interaction parameter)という．
先程求めた，理想溶体の混合のエンタルピー変化を合わせて，混合の自由エネ
ルギーは

Gm = xAG0
A + xBG0

B + ΩxAxB + RT (xA lnxA + xB lnxB) (1.77)

で与えられる．このような最近接原子対の結合エネルギーのみを考えたモデル
を正則溶体 (regular solution)近似という．
相互作用パラメータは混合が起こりやすいか，起こりにくいかを決定する重
要なパラメータである．Ω < 0では A–Bボンドの結合エネルギーは A–Aボ
ンドと B–Bボンドの平均の結合エネルギーより低く，エネルギー的に安定で
ある．したがって，A–Bボンドは引き寄せあって，できるだけ多く作ろうとす
る．一方，Ω > 0では逆の状況となり，A–Bボンドは反発しあって，できるだ
け分離する傾向がある．Ω = 0では混合のエンタルピー変化はゼロであり，理
想溶体近似となる．
より厳密なモデルとしては，ここで用いたエントロピー・エンタルピーを点

近似・最近接相互作用でそれぞれ求める代わりに，4，8面体などのクラスター
で求めるクラスター変分法が知られている．
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1. 3. 2 現実の溶体の過剰自由エネルギーと活量
実在の溶体の混合の自由エネルギーと理想溶体のそれとの差を過剰自由エネ

ルギー (excess free energy)と呼ぶ．正則溶体でのそれは

∆GEX
m = ∆Gm −∆Gideal

m = ΩxAxB (1.78)

である．この場合には，過剰自由エネルギーは常に濃度に対して左右対称であ
る．現実には Ωが濃度に依存するとして Ω = Ω0 + Ω1xB などにフィッティン
グさせる．これを準正則溶体 (sub-regular solution)近似という．

1モルあたりの液体の自由エネルギーと化学ポテンシャルの関係は

GL = xAµL
A + xBµL

B (1.79)

である．例えば，x = 0.4での A,B成分の化学ポテンシャル µL
A, µL

B は，その
点で引いた接線の x = 0と x = 1での切片に対応している．
理想溶体の A元素の部分モル化学ポテンシャルは，

µA = G0
A + RT lnxA (1.80)

で与えられる．
現実の化学ポテンシャルは理想溶体からのずれを考えて

µA = G0
A + RT ln aA

= G0
A + RT ln γAxA (1.81)

と書ける．aA, γAをそれぞれ活量 (activity)，および活量係数 (activity co-

efficient)とよぶ．理想溶体では活量係数は 1である．過剰自由エネルギーは
活量係数をもちいて，

∆GEX
m = RT (xA ln γA + xB ln γB) (1.82)

と書き表される．
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図 1.8 活量の組成依存性．図 1.7(b) の正則溶体モデルに対応して，(a)Ω < 0,

(b)Ω > 0．(b) 中の破線は非平衡領域での活量．

1. 3. 3 組成自由エネルギー図
前節までで，2元系の固相，あるいは液相の溶体の自由エネルギーが一定温

度でどのような組成依存性をとるかを見た．ここでは，液相と固相の 2相が存
在する領域で温度によって組成自由エネルギー図がどのように変化し，2元系
の状態図ができ上がるかを見ていこう．単純化のために，固相も全組成で単一
相となる全率固溶体を仮定する．このような相から構成される状態図を全率固
溶型とよぶ．
先ず純成分 Aの自由エネルギー変化を考える．図 1.4あたりで議論したよう

に融点 TfA におけるエンタルピー変化は

∆HfA = TfA∆SfA (1.83)

と見積もられる．TfA 以下の温度では固相が安定であるが，その温度域まで液
相の自由エネルギーを外挿すると，固相・液相の化学ポテンシャルの差は

µ0L
A − µ0S

A = ∆HfA − T∆SfA (1.84)

となる．今，固液 2相の自由エネルギーの差の変化のみに興味があるので，固
相の自由エネルギーを基準に考える．つまり，µ0S

A (T ) = 0とする．すると，

µ0L
A (T ) = ∆HfA − T∆SfA (1.85)

となる．純成分 Bについても同様に
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µ0L
B (T ) = ∆HfB − T∆SfB (1.86)

が得られる．
ここで以下の計算を進めるうえで必要となる熱力学量をいくつか仮定する．

純成分A,Bの融点を TfA = 1500K, TfB = 1000Kと仮定する．リチャーズの法
則が成り立っているとすると，融解の潜熱は∆HfA = 12.47KJ/mol,∆HfB =

8.31KJ/molである．また 2相は正則溶体近似の相互作用パラメータを ΩL =

ΩS = 0KJ/mol，つまり理想溶体を仮定したモデルとする．
A–B2元系において理想溶体の混合の自由エネルギー変化は (1.73)式で与え
られる．これを∆GS

mと表記すると，固溶体 1モルのギブスの自由エネルギーは

GS = xS
Aµ0S

A + xS
Bµ0S

B + ∆GS
m (1.87)

で与えられる．同様に液相のそれも

GL = xL
Aµ0L

A + xL
Bµ0L

B + ∆GL
m (1.88)

となる．
µ0S

A (T ) = µ0S
B (T ) = 0ととって各温度での固・液相の組成自由エネルギー曲

線を求めると図 1.9のようになる．(a)T = 1500Kでは純組成Aで融点となり，
液相と固相の自由エネルギーが一致している．他の組成域で液相の自由エネル
ギーが固相のそれよりも低く，液相が安定である．
温度が下がり (b)T = 1300Kでは液相と固相の自由エネルギーは交差してい
る．(c)はその部分を拡大した図．各成分の化学ポテンシャルが各相で等しいと
いう平衡条件

µS
A = µL

A

µS
B = µL

B (1.89)

は，組成自由エネルギー図に当てはめた場合，2相の間の共通接線で与えられ
る．したがって，共通接線の接点 p, qに挟まれた組成 aでは，その組成の液相，
固相の自由エネルギーは最安定ではない．自由エネルギーが最低の組み合わせ
は組成 pの固相と組成 qの液相とが共存した状態であり，固相と液相に分かれ
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これらから求めた全率固溶型状態図．記号は本文を参照．
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る．組成 pよりも低組成側では固相単相が安定であり，組成 qよりも高組成側
では液相単相が安定である．
温度がさらに下がると (c)のように，接点は B成分側に移動していき，温度

T = 1000K以下では固相が全組成域で安定となる．
共通接線の接点，すなわち固液共存領域を温度に対してプロットすると図

1.9.(e)のようになる．固相と固液共存領域との境界を固相線 (solidus)，液体
とのそれを液相線 (liquidus)と呼ぶ．
圧力一定の状態でのギブスの相律 f = m− n + 1を使って，系の自由度を見
ておこう．液相線と固相線に囲まれた領域では相の数m = 2,成分数 n = 2で
あるので，自由度 f = 1となり例えば温度を決めると固相，液相の組成は限定
される．一方，それ以外の領域では自由度 f = 2であるので，温度，組成の両
方を自由に取ることができる．
自由度が 1の領域での各相の量 fS, fL と組成との関係は，1.9.(d)に示した

ように，

fS : fL =
q − a

q − p
:

a− p

q − p
(1.90)

となる．この関係をてこの原理 (lever rule)という．

1. 3. 4 2元系状態図の作成
前節の全率固溶型の状態図で取り上げた理想溶体をもう少し発展させて，正
則溶体近似で固相の相互作用パラメータが有限の場合 (ΩS = 16.6kJ/mol)を
仮定する．これは固相が 2相分離の傾向がある系に相当する．この場合の固相，
液相の組成自由エネルギー図の各温度での様子は図 1.10のようになる．2相が
共存する領域ではそれぞれの共存条件にしたがって，接線が引かれている．最
低自由エネルギーにそって領域分けをおこない，状態図を書くと図 1.10のよう
になる．ここで数字はその領域での自由度を表している．

753Kでの組成自由エネルギー曲線は固相線の 2点と液相線の 1点が共通接
線で結ばれている．この温度では 3相が共存しており，その間の組成では f = 0

となり自由度は 0である．これは，この 2元系特有の不変点であり，その温度
も組成も決まっている．このような液相から，二つの固相が出る状態図を共晶
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型の状態図と呼び，この温度を共晶温度 (eutectic temperature)，液相の
組成を共晶組成 (eutectic composition)という．またこの場合の固相の組
成はそれぞれの相の最大固溶限 (maximum solubility limit)を示す．
液相，固相それぞれの相互作用パラメータを変えた場合の状態図の変化を図

1.11に示した．このように相互作用パラメータの変化によって多様な状態図が
描かれる．

図 1.11 種々の型の状態図．



Statistics : 2004/6/7(18:0)

2
Appendix

2. 1 高次元超球の超体積

ガウス関数 exp(−r2)のN 次元における全空間にわたる積分，
∫
· · ·

∫
e−r2

drN =
[∫

e−x2
dx

]
= πN/2 (2.1)

を考えよう．同じ積分を直交座標でなく極座標で考える．半径 Rの N 次元超
球の超体積を，CNRN としよう．すると半径 RのN − 1次元超球の表面積は
NCNRN−1 であるから，この積分は

πN/2 =
∫
· · ·

∫
e−r2

drN =
∫

NCNrN−1e−r2
dr =

NCN

2
Γ

(
N

2

)
(2.2)

となる．ここで Γはガンマ関数 Γ(n + 1) = n!である．この結果を CN に使
うと，

CN =
2πN/2

NΓ(N/2)
(2.3)

となり，N 次元超球の超体積は次式のようになる．

VN = CNRN =
2(πR2)N/2

NΓ(N/2)
(2.4)

2. 2 lnW のより自然な導入

場合の数W を微分するとき，なぜ lnW にして計算する必要があるのか作
為的に感じてしまった．より自然な導出が?, 宮下 p.69)にあったので紹介しておく．
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要は
d lnW (E)

dE
=

d
dE W (E)
W (E)

(2.5)

という，規格化定数を微分の内部に取り入れる常とう手段の，対数微分を使っ
ている事である．
全系がエネルギー E を持つ場合のすべての状態数をW (E)とすると，エネ

ルギーが E1, E2 に分かれている確率 P (E1)は等重率の原理により状態数に比
例して，

P (E1) =
W1(E1)W2(E2)

W (E)
(2.6)

となる．ここで確率は本文中のように比例するのではなく，等号で書かれてい
ることに注意．最大の確率で実現される E1 の値はこの確率が最大のものであ
る．つまり，その E1 の値で P (E1)は停留値をとることにより

d
dE1

P (E1) =
d

dE1
W1(E1)W2(E2)

W (E)
+

W1(E1) d
dE1

W2(E2)
W (E)

= 0 (2.7)

この関係を E = E1 + E2,dE2 = −dE1 を使って整理すると
d

dE1
W1(E1)
W (E)

W2(E2)

=
d

dE2
W2(E2)
W (E)

W1(E1)

(2.8)

となる．W (E)はそれこそやたらと多くの場合の数を含んでいるが，W1,W2

の場合の数もその中に含まれているので，

W (E) = WexcludeW1,W2W1(E1)W2(E2) (2.9)

となり，先の式は
d

dE1
W1(E1)

W1(E1)
=

d
dE2

W2(E2)
W2(E2)

(2.10)

と導かれる．これより対数微分が自然な表現であることが分かる．

2. 3 状態和とトレース

状態に対する和というのが出てきたが，量子力学的な系では離散的なエネ
ルギー準位を考えるので，和の意味には問題がない．|i〉 をエネルギー固有値
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Ei のエネルギー固有状態とする．ここで Ĥ を量子力学的なハミルトニアン
演算子とし，量子力学的な演算子 exp

(
−Ĥ/kBT

)
の状態 |i〉に関する期待値

〈i| exp
(
−Ĥ/kBT

)
|i〉 を取ってみる．エネルギー固有状態 |i〉はこの演算子の

固有状態でもあるから，

∑

i

〈i| exp
(
−Ĥ/kBT

)
|i〉 =

∑

i

〈i| exp (−Ei/kBT ) |i〉 = Z (2.11)

である．すなわち分配関数の定義式の右辺は，演算子 exp
(
−Ĥ/kBT

)
に対応

した行列の対角成分に関する和とみなすことが出来る．行列の対角成分に関す
る和はトレース (trace)と呼ばれるもので，状態和をとる操作もしばしばトレー
スと呼ばれ，(2.11)式は

Z = Tre−Ĥ/kBT = Tre−E/kBT (2.12)

などと記される．トレースは基底の変換に対して不変量であるため，状態 |i〉と
してエネルギー固有状態を取る必要はなく，任意の完全系について状態の和を
取ればよい．

2. 4 Lagrange mutliplier

ギブスの正準集団は，対象系のたくさんの複製，つまり同じ組成，体積だが，
それぞれのエネルギーは全エネルギー ET が一定という拘束の下で揺らげるよ
うなものを考える．もし集団の全粒子数NTが十分に多ければ定常状態となる．
定常状態で，特定のエネルギー Eiをもつ状態 iの集団のメンバー数をNiとし
てそのもっともらしい場合の数を求めよう．
この問題を扱うには Lagrangeの未定係数法がよい．x0, x1, . . . , xnを独立変

数とし，拘束条件

g(x0, x1, . . . , xn) = 0 (2.13)

の下で f(x0, x1, . . . , xn)の極値を求める問題を考える．Lagrangeの未定係数
αを用いると，
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F = f(x0, x1 · · · , xn) + αg(x0, x1, · · · , xn) (2.14)

を極値とする問題におきかえられる．これは

∂F

∂x0
=

∂F

∂x1
= · · · = ∂F

∂xn
= 0 (2.15)

を解くことで F の極値を与える x0, x1, . . . , xnが求まる．条件式が 2個あると
きは

F = f(x0, x1) + αg1(x0, x1, · · · , xn) + βg2(x0, x1, · · · , xn) (2.16)

とすればよい．
正準集合では

NT −
∑

Ni = 0

ET −
∑

EiNi = 0 (2.17)

の拘束条件の下で，場合の数

W =
NT!

N0!N1! . . . Nn!
(2.18)

を最大にするN0, N1, . . .の組を求める．
lnW に Lagrangeの未定係数法を適用して，Ni を変数として，

F = ln W + α
(
NT −

∑
Ni

)
+ β

(
ET −

∑
EiNi

)
(2.19)

を定義する．Ni の偏微分

∂ lnW

∂Ni
− α− βEi = 0 (2.20)

を満足するN0, N1, . . .を求めればよい．ここでN が大きい場合のスターリン
グの近似式

lnN ! ∼ N lnN −N (2.21)

を用いると
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lnW = ln
(

NT!
N0!N1! . . . Nn!

)
= ln N !−

∑
lnNi!

∼ (NT lnNT −NT)−
∑

(Ni lnNi −Ni)

= NT lnNT −
∑

Ni lnNi (2.22)

となる．これより

∂ lnW

∂Nj
= −

∑ ∂Ni lnNi

∂Nj
= − lnNj − 1 ∼ − lnNj (2.23)

が導かれる．これを (2.20)式に代入すると

− lnNi − α− βEi = 0 (2.24)

がすべての iで成り立つ必要がある．状態 iの特定のメンバーを見つける確率
Pi を計算すると

Pi =
Ni

NT
= exp(−βEi) (2.25)

であり，微視的なエネルギー状態にわたる確率分布は指数関数的であるという
ギブスの主張と一致する．

2. 5 大 正 準 集 団

さらに化学ポテンシャルのもう一つの重要な定義を導いておこう．ヘルムホ
ルツ F を温度，体積，粒子数の関数とすると，

dF = −SdT − pdV + µdN (2.26)

となる．この dF に E = F + TS の全微分を入れると

dE = −TdS − pdV + µdN (2.27)

となる．これより化学ポテンシャルとエントロピーの関係
(

∂S

∂N

)

E,V

= −µ

T
(2.28)
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が得られる．
それでは粒子数が変動する場合の集団の分配関数を求めよう．これは正準集
団を導いたやり方とほぼ同じである．二つの系 Iと IIを考え，この間でエネル
ギー E と粒子N とがやり取りされる．注目する系 (II)が微視的状態 iに見い
だされる確率を Piとする．孤立系に対する等重率の原理が成り立っていること
に注意すれば，結局 PiはこのWI(EI)に比例するので，エネルギー一定，粒子
数一定の条件を使って，

Pi ∝ WI(Ei, Ni) = WII(ET − Ei, NT −Ni) (2.29)

となる．両辺の対数をとると，

lnPi = lnWII(ET − Ei, NT −Ni) + const (2.30)

ところで熱浴 (I)は系 (II)より十分大きいとしたので，ET >> EII, NT >> NII

である．そこで lnWII をテイラー展開すると，

lnWII(ET − Ei, NT −Ni)' lnWII(ET, NT) (2.31)

−∂ lnWII(ET, NT)
∂E

E − ∂ lnWII(ET, NT)
∂N

N

を得る．平衡状態ではそれぞれの温度，化学ポテンシャルが等しいので，ボル
ツマンのエントロピー，化学ポテンシャルをもちいて

Pi ∝ exp
[
−E − µN

kBT

]
(2.32)

を得る．規格化定数を Ξとすると，確率は，

Pi =
1
Ξ

exp
(
−Ei − µNi

kBT

)
(2.33)

Ξ =
∑

i

exp
(
−Ei − µN

kBT

)
=

∞∑

N=0

∑

i[N ]

exp
(
−Ei(N)− µN

kBT

)
(2.34)

となる．この和は大正準分配関数と呼ばれる．


