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pythonによる最⼩2乗法
前章では，データに多項式を完全にフィットする補間についてみた．今回は，近似的にフィッ

トする最⼩⼆乗法について詳しくみていく．図のようなデータに直線をフィットする場合を考

えよう．

python code

x = [1,2,3,4], y=[0,5,15,24]に をフィットする例を考える． pythonのcodeは以下

の通り．

χ2

y = a0 + a1x
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結果，a0=-9.5, a1=8.2にfitされることがわかる．

最⼩2乗法の原理
もっとも簡単な例で原理を解説する．近似関数として，

という直線近似を考える．もっともらしい関数は 点の測定データとの差 を

最⼩にすればよさそうであるが，これはプラスマイナスですぐに消えて不定になる．そこで，

という関数を考える．この (カイ⼆乗)関数が， をパラメータとして変えた時に最⼩とな

る を求める．これは，それらの微分がそれぞれ0となる場合である．これは の和

(sum)の中⾝を展開し，
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F(x) = a0 + a1 x

N di = F(xi) − yi

χ2 =
N

∑
i

d2
i =

N

∑
i

(a0 + a1 xi − yi)
2

χ2 a0, a1

a0, a1 χ2 ∑

χ2 =



でそれぞれ微分すれば

という を未知変数とする2元の連⽴⽅程式が得られる．これは前に説明した通り逆⾏列で

解くことができる．

の極⼩値から(2変数の例)

先ほどの例をもとに何をしているか別の⾓度からみる． データを関数に⼊れてsumをとると次

のような関数が得られる．
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これはa0,a1を変数とする関数となっている． データ点(xi,yi)はすでに数値を持っており，未知

なのはa0,a1である． そうすると , つまりa0,a1をパラメータとして， の値をz軸と

する3次元関数とみなすことができて，それをplotすると次の通り．

a0, a1

χ2 =∂
∂a0

χ2 =∂
∂a1

a0, a1

χ2
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χ2(a0, a1) χ2
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a0=-9.5, a1=8.2あたりに最⼩値があるはずですが．．．⾒にくいよね． こういうのをsteepな

関数って⾔いますが，それが後で述べる特異値分解を使わなければいけない理由です． 値が微

妙でなければ，微分して0において，連⽴⽅程式とみなして解くことができます． それが，上の

「最⼩2乗法の原理」で述べた解法になります．

正規⽅程式(Normal Equations)による解
より⼀般的な場合の最⼩⼆乗法の解法を説明する．先程の例では1次の多項式を近似関数とし

た．これをより⼀般的な関数，例えば， などとする．これを線形

(linear)につないだ関数を

ととる．実際には， はモデルや，多項式の⾼次項など論拠のある関数列をとる．これら

を基底関数(base functions)と呼ぶ．ここで線形といっているのは，パラメータ について線形

という意味である．このような，より⼀般的な基底関数を使っても， 関数は

と求めることができる． この関数を， を変数とする関数とみなす． この関数が最⼩値を取る

のは， を 個の で偏微分した式がすべて0となる場合である． これを実際に求めてみる

と，

��������������������������
��������������������������
����������������������������
��������������

������������������
������������������������������������������
������������������������������

����������

sin, cos, tan, exp, sinh

F (x) = a0 sin(x) + a1 cos(x) + a2 exp(−x) + a3 sinh(x) + ⋯ =
M

∑
k=1

akXk (x)

Xk(x)
ak

χ2

χ2 =
N

∑
i=1

(F (xi) − yi)
2 =

N

∑
i=1

(
M

∑
k=1

akXk (xi) − yi)

2

ak

χ2 M ak



となる．ここで， の 個の連⽴⽅程式である．この連⽴⽅程式を最⼩⼆乗法の正規

⽅程式(normal equations)と呼ぶ．

上記の記法のままでは，ややこしいので，⾏列形式で書き直す． で，各要素を

とする⾏列 を導⼊する．この⾏列は，

となる．これをデザイン⾏列と呼ぶ．すると先程の正規⽅程式は，

で与えられる． は⾏列 の転置(transpose)

を意味し，得られた⾏列は， である． はそれぞれ，

である．

として⾏列の次元だけで表現すると，

となる．これは少しの計算で の逆⾏列を解く問題に変形できる．

python codeによる具体例

N

∑
i=1

(
M

∑
j=1

ajXj (xi) − yi)Xk (xi) = 0

k = 1..M M

N × M

Aij = Xj(xi)

A

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

X1(x1) X2(x1) ⋯ XM(x1)

⋮ ⋮ ⋯ ⋮

⋮ ⋮ ⋯ ⋮

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
X1(xN) X2(xN) ⋯ XM(xN)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

At.A. a = At. y

At A

At = At
ij = Aji

M × N a, y

a =

⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

a1

a2

⋮
aM

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

, y =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

y1

y2

⋮
yN

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

M = 3,N = 25

⎡
⎢
⎣

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
⋯

⎤
⎥
⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

⋮

⋮

⋯ ⋯ ⋯

⋮

⋮

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

⋮

⋮

⋮

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎣

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
⋯

⎤
⎥
⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢
⎣

⋮

⋮

⋮

⋮

⋮

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥
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3 × 3

4点のデータに対して，2次関数つまり3個のパラメータでfitする． その場合，デザイン⾏列は4

⾏3列になる．
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特異値分解(Singular Value Decomposition)に
よる解

正規⽅程式を解くときには，少し注意が必要である．単純な逆⾏列による解法では，間違った

答えに⾏き着く可能性が⾼い．より信頼性の⾼い⽅法では，特異値分解を⽤いる．正規⽅程式

での共分散⾏列,特異値分解の導出や標準偏差との関係はNumRecipeを参照せよ．
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scipy.linalg.lstsq
scipy.linalg.lstsqによるcurve fitについて紹介しておく. あらかじめ，デザイン⾏列 を作ってお

いて，これを

とみなした場合の について解く．
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正規⽅程式によるのも．．．
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A

Ax = b

x
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lstsqは正規⽅程式によるのと同じかな．SVD!!
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2次元曲⾯へのフィット
先程の⼀般化をより発展させると，3次元 で提供されるデータへの，2次元平⾯での

フィットも可能となる．2次元の単純な曲⾯は，⽅程式を使って，

となる．デザイン⾏列の ⾏⽬の要素は，

として，それぞれ求める．このデータの変換の様⼦をpythonスクリプトで詳しく⽰した．後

は，通常の正規⽅程式を解くようにすれば，このデータを近似する曲⾯を定めるパラメータ

が求まる．最⼩⼆乗法はパラメータ について線形であればよい．

具体例

実際のデータ解析での例．データの座標をx,y,zで⽤意して，scipy.linalgのlinalg.lstsqでfitして

いる． 正規⽅程式による解法，つまり逆⾏列で求めた値と⼀致していることを確認してくださ

い．
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(xi, yi, zi)

F(x, y) = a1 + a2 x + a3 y + a4 xy + a5 x
2 + a6 y

2

i

[1, xi, yi, xi yi, x2
i
, y2

i
]

a1, a2, ⋯ , a6 ak
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課題

1次元の線形最⼩⼆乗法

次の4点のデータを で近似せよ(2006年度期末試験)．

xdata = np.array([1,2,3,4])
ydata = np.array([1,3,4,10])

2次元の最⼩⼆乗フィット

以下のデータを

で近似せよ

x,  y,  z
-1, -1,  2.00000
-1,  0,  0.50000
-1,  1, -1.00000
 0, -1,  0.50000
 0,  0,  1.00000
 0,  1,  1.50000
 1, -1, -1.00000
 1,  0,  1.50000
 1,  1,  4.00000

結果は以下の通り．鞍点になってます．

��������������������������
����������������

������������������
������������������������������������������
�������������������������������������������������
��������������������������

����������

y = a0 + a1x + a2x
2

f(x, y) = a0 + a1x + a2y + a3xy
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