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概要
代数⽅程式の解 を数値的に求めることを考える．標準的な

⼆分法(bisection method)とニュートン法(Newton's method)

の考え⽅と例を説明し，

収束性(convergency)と安定性(stability)

について議論する．さらに収束判定条件について⾔及する．

⼆分法のアイデアは単純．中間値の定理より連続な関数では，関数の符号が変わる⼆つの変数

の間には根が必ず存在する．したがって，この⽅法は収束性は決して⾼くはないが， 確実．⼀

ϵ, δ

f(x) = 0

⽅，Newton法は関数の微分を⽤いて収束性を速めた⽅法である．しかし，不幸にして収束しな

い場合や微分に時間がかかる場合があり，初期値や使⽤対象には注意 を要する．

pythonの標準関数による解法
pythonでは代数⽅程式の解は，solveで求まる．

の解を考える．未知の問題では時として異常な振る舞いをする関数を相⼿にすることがあるの

で，先ずは関数の概形を⾒ることを常に⼼がけるべき．

もし，解析解が容易に求まるなら，その結果を使うほうがよい． pythonの解析解を求める

solveは，sympyから呼び出して，

x2 − 4x + 1 = 0
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と即座に求めてくれる．数値解は以下の通り求められる． コメントを外してみてください．ち

ょっと注意が必要ということがわかるでしょうか？
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⼆分法とNewton法の原理

⼆分法(bisection)
⼆分法は領域の端 で関数値 を求め，中間の値を次々に計算して，解を囲い

込んでいく⽅法である．
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x1,x2 f(x1), f(x2)

x1 x2 f(x1) f(x2)

�� ���� �������������������������������
������������������

������������
���������������������

��������������������������������から�πまでの範囲を���分割した�����配列
�����������
��������������

��������������������������������������
������������������������������������������
�����������������������������������������������������������������
������������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������������
����������
����������

Newton法(あるいはNewton-Raphson法)
Newton法は最初の点 から接線をひき，それが 軸(y=0)と交わった点を新たな点 とする．

さらにそこでの接線を求めて...

という操作を繰り返しながら解を求める⽅法である．関数の微分をdf(x)とすると，これらの間

には

   

   

       

という関係が成り⽴つ．

x1 x x2

xi+1 = xi +

…
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⼆分法とNewton法のコード

⼆分法(bisection)
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x1 f(x1) df(x1)
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Newton法(あるいはNewton-Raphson法)
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収束性と安定性
実際のコードの出⼒からも分かる通り，解の収束の速さは2つの⼿法で極端に違う．2分法では

⼀回の操作で解の区間が半分になる．このように繰り返しごとに誤差幅が前回の誤差幅の定数(

)倍になる⽅法は1次収束(linear convergence)するという．Newton法では関数・初期値が素

直な場合( )に，収束が誤差の2乗に⽐例する2次収束を⽰す．以下はその導出を

Mapleで⽰した．

maple
> restart; ff:=subs(xi-x[f]=ei,series(f(xi),xi=x[f],4));
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< 1

f ′(x) <> 0

ff := f (xf) + D (f) (xf) ei + D(2) (f) (xf) ei2 + D(3) (f) (xf) ei3 + O (ei4)
1

2

1

6



maple
> dff:=subs({0=x[f],x=ei},series(diff(f(x),x),x,3));

maple
> ei1:=ei-ff/dff;

maple
> ei2:=simplify(convert(ei1,polynom));

maple
> ei3:=series(ei2,ei,3);

maple
> subs(f(x[f])=0,ei3);

注意すべきは，この収束性には⼀回の計算時間の差は⼊っていないことである．Newton法で解

析的に微分が求まらない場合，数値的に求めるという⼿法がとられるが，これにかかる計算時

間はばかにできない．⼆分法を改良した割線法(secant method)がより速い場合がある

(NumRecipe9章参照)．

⼆分法では，収束は遅いが，正負の関数値の間に連続関数では必ず解が存在するという意味で

解が保証されている．しかし，Newton法では，収束は速いが，必ずしも素直に解に収束すると

は限らない．解を確実に囲い込む，あるいは解に近い値を初期値に選ぶ⼿法が種々考案されて

いる．解が安定であるかどうかは，問題，解法，初期値に⼤きく依存する．収束性と安定性の

コントロールが数値計算のツボとなる．

収束判定条件
どこまで値が解に近づけば計算を打ち切るかを決める条件を収束判定条件と呼ぶ．以下のよう

な条件がある．

dff := D (f) (xf) + D(2) (f) (xf) ei + D(3) (f) (xf) ei2 + O (ei3)
1

2

ei1 := ei −
f (xf) + D (f) (xf) ei + D(2) (f) (xf) ei2 + D(3) (f) (xf) ei3 + O (ei4)1

2

1

6

D (f) (xf) + D(2) (f) (xf) ei + D(3) (f) (xf) ei2 + O (ei3)1
2

ei2 :=
1

3

3D(2) (f) (xf) ei2 + 2D(3) (f) (xf) ei3 − 6 f (xf)

2D (f) (xf) + 2D(2) (f) (xf) ei + D(3) (f) (xf) ei2

ei3 := − + +

ei2 + O (ei3)

f (xf)

D (f) (xf)

f (xf) (D(2)) (f) (xf) ei

(D (f) (xf))
2

1

6

3 (D(2)) (f) (xf) + 3 − 6
f(xf)(D(3))(f)(xf)

D(f)(xf)

f(xf)((D(2))(f)(xf))
2

(D(f)(xf))
2

(D (f) (xf))

+ O (ei3)
1

2

D(2) (f) (xf) ei2

D (f) (xf)

⼿法
判定条

件
解説

(イプシロン，

epsilon)法
 

(デルタ，delta)法

占部法 $ \left f(x_{i+1})\right
>
\left f(x_i)\right $

数値計算の際の丸め誤差までも含

めて判定する条件

を説明するための図

ε

δ

ϵ, δ
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2変数関数の場合
2変数の関数では，解を求める⼀般的な⼿法は無い．この様⼦は実際に2変数の関数で構成され

る⾯の様⼦をみれば納得されよう．

maple
> restart;
> f:=(x,y)->4*x+2*y-6*x*y; g:=(x,y)->10*x-2*y+1;

maple
> p1:=plot3d({f(x,y)},x=-2..2,y=-2..2,color=red):
  p2:=plot3d({g(x,y)},x=-2..2,y=-2..2,color=blue):
  p3:=plot3d({0},x=-2..2,y=-2..2,color=gray):
  with(plots):
  display([p1,p2,p3],axes=boxed,orientation=[-150,70]);

解のある程度近くからは，Newton法で効率良く求められる．

maple
> fsolve({f(x,y)=0,g(x,y)=0},{x,y});
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f := (x, y) ↦ 4x + 2 y − 6xy

g := (x, y) ↦ 10x − 2 y + 1

{x = −0.07540291160, y = 0.1229854420}
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2020年度課題(中筋さんありがとう)
�. 次に⽰した「例題:⼆分法とNewton法の収束性」および「解答例」をコピペして，python

が動作することを確認せよ．

�. 対象の関数を  として解答せよ． 提出は2.だけでよい．

ただし，func, dfuncは以下を使え．下の「exp関数に関する注意」参照

例題:⼆分法とNewton法の収束性
代数⽅程式に関する次の課題に答えよ．(2004年度期末試験)

�. を⼆分法およびニュートン法で解け.

�. 回⽬の値 と⼩数点以下10桁まで求めた値 との差 の絶対値

(abs)のlogを の関数としてプロットし，その収束性を⽐較せよ．また，その傾きの違いを

両解法の原理から説明せよ.

解答例

funcで関数を定義．

関数をplotして概形を確認．

組み込みコマンドで正解を確認しておく．
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f(x) = exp(−x) − 2 exp(−2x)
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exp(−x) = x2

n xn xf = 0.7034674225 Δxn

n



テキストからプログラムをコピーして⾛らせてみる．環境によっては，printf分の中の"\"が

⽂字化けしているので，その場合は修正して使⽤せよ．

プロットのためにリストをlist_bisecで作成している．

同様にNewton法での結果をlist_newtonに⼊れる．

list_bisec, list_newtonを⽚対数プロットして同時に表⽰．

2分法で求めた解は，Newton法で求めた解よりもゆっくりと精密解へ収束している．これは，

⼆分法が原理的に計算回数について⼀次収束なのに対して，Newton法は2次収束であるためで

ある．解の差( )だけでなく，関数値 をとっても同様の振る舞いを⽰す．
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0.7034674224983916520498186018599021303429

δ f(x), ϵ
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exp関数に関する注意

exp関数のimport元で振る舞いが違うみたい．

ValueError: sequence too large; cannot be greater than 32

がplot作成の前段階で出る． numpyでやるときには，np.exp(-x)などとしてる．

でも，diffには通らない．そのあたり，覚悟して使う関数を決めないと．．．
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