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概 要

現実での実験では有限温度で行われる. 第一原理計算は基底状態での計算であるため, 実
験の結果と第一原理計算による計算結果とを比較する事が困難であった. そこで西谷は有
限温度における第一原理計算の手法を開発した [1] . 有限温度における第一原理計算は, 調
和振動子近似であるEinstein modelによる計算を行うEinstein法と, 非調和効果取り入れ
たモンテカルロシミュレーションから求めることが出来るFrenkel法を用いて計算を行う.

第一原理計算はPAW型疑ポテンシャル法と平面波基底を用いた第一原理計算ソフトであ
るVASPを用いて行う.

本研究では, Al⟨111⟩ 表面においてEinstein法を行い, その後Frenkel法による非調和効
果を取り入れた計算を行う事にした. MC stepによる表面間距離がステップ数が増える
につれ徐々に上昇していった. この膨張はある一定の値へ収束すると考えられ現実を再現
出来ている事が期待できた. これにより Frenkel法による自由エネルギーの低下を観測す
る事が出来る結果となった. しかし, Al⟨111⟩ では, Einstein法を行った段階で自由エネル
ギーが低下し, Frenkel法による自由エネルギーの低下は少なく, Frenkel法による影響が
少ないという結果も観測された.
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第1章 序論

第一原理計算は基底状態での電子の運動を数値計算により解く手法である. 第一原理計
算とは基底状態で行う計算である. 基底状態とは温度を持たない, 即ち絶対零度の状態を
指す. 系の原子の位置を入力としてそれを元に電子構造をシュレディンガー方程式に従っ
て計算を行い，系のポテンシャルエネルギーを出力する [1]. 計算が複雑で 1回あたりの計
算に時間がかかってしまう. 近年では計算機の性能が向上し, 非常に精度の高い計算結果
を求めることが出来るようになった. しかし, 現実での実験値は有限温度の状態で計測さ
れる為, 第一原理計算では実験との比較が難しい.

そこで西谷は新しく有限温度の欠陥エネルギーを第一原理計算で求める手法を開発し
た [2]. 西谷はAl の対称傾角粒界エネルギーに適用し，液体金属との接触角計測により平
衡状態で求められた実験結果と非常に良い一致を得た．エネルギーの温度変化はEinstein

modelで求められる結果が支配的で，非調和の効果は小さく，バネ定数の体積変化による
温度依存性や，整合界面を作るための刃状転位の free volumeが大きく効いていることが
判明した.

本研究では, Al⟨111⟩ 面の表面エネルギーを対象に欠陥エネルギーを計算する事とした.

その計算を行う手法として調和振動子近似であるEinstein法, 非調和振動の効果をモンテ
カルロシミュレーションから求める Frenkel法を用いている.

3



第2章 手法

2.1 VASP

第一原理計算は VASP(Vienna Ab initio Simulation Package)で計算を行う. VASPは
PAW型疑ポテンシャル法と平面波基底を用いた第一原理計算ソフトである. 疑ポテンシャ
ル法とは原子中の内殻電子を除いた価電子だけを考慮する事である. そのため全電子を考
慮するフルポテンシャル法に比べ高速な計算を可能とする. VASPで計算を行う際には,

計算条件を設定する INCAR, k-meshの設定をするKPOINTS, 格子定数や原子数, 相対座
標等を設定するPOSCAR, 原子のポテンシャルを設定するPOTCARの 4つのファイルが
必要となる. 計算を行う事でその結果をOUTCAR等のファイルに出力され, 系全体のエ
ネルギーなどの情報が記述される.

2.2 Einstein法
第一原理計算では基底状態での系のエネルギーしか求める事が出来ない. そこで有限温

度での計算を行うために, Einstein法を用いる. Einstein modelは図 2.1 のようにあるサ
イトに釘付けされているバネに, 原子が連結し熱運動をしている調和振動子近似であると
捉える. Einstein modelにおける原子それぞれのサイト i での有限温度のHelmholtz自由
エネルギー Fi は

Fi = E0
i − kBT lnZi

= E0
i − kBT

∑
j=x,y,z

ln

(
exp(−ℏωj/2kBT )

1− exp(−ℏωj/kBT )

)
(2.1)

で求められる. ここでE0
i は基底状態のエネルギーを, ωj は x, y, z 方向のバネ定数から求

めた振動数を指す. この Einstein法の第一原理計算にはVASPを用いて実行する.
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図 2.1: Einsteinの原理を示すポンチ絵.

図 2.2 にはAl⟨100⟩ 対称傾角粒界のEinsteinシミュレーションの様子を示した [2]. 左に
は緩和させたときの原子位置を示している．赤い矢印で示したサイトは粒界上に存在する
転位の芯を指している．
右側にはある原子をある方向にずらしたときのエネルギーの変化を示した．一番上の図

は体積を-2%に取ったときの No.2サイトの z軸方向への変化を示している．このズレに
伴うエネルギー変化は，赤線で示した２次多項式の曲線にきれいにフィットできることが
わかる．ところが 0%に変えた x軸方向では，そのフィッティングが悪くなっていること
がわかる．しかし，このスケールで見るとそれほど悪くはない．ところが 4%まで増やす
と，同じサイトの同じ方向でも典型的な非調和の振る舞いが見て取れる．
エネルギーの最大値を 0.044eV，すなわち 513Kの温度幅を取ると，揺らぎの領域は右

のような楕円で示されたものとなる．最大の揺らぎは 0.7Å 程度で，これが転位芯サイト
である．これが Einsteinで得られるゆらぎ，あるいは熱振動の描像である．

2.3 Frenkel法
Frenkel法は熱平衡モンテカルロを元にEinstein法に非調和効果を取り入れた計算であ

る. VASP modelはEinstein modelにFrenkel法を適用する事で, 図 2.3のように現実の結
晶を再現すると考える. モンテカルロシミュレーションでEtotal を使用して実行され, 理

5



図 2.2: Al⟨100⟩ 対称傾角粒界の Einsteinシミュレーションの様子.

想的な系のエネルギーを

Etotal = λEVASP　+ (1− λ)EEinstein (2.2)

と表す. Etotal はEinstein modelであるEEinstein とVASP modelであるEVASP の和に等し
くなる.　 EVASP は Frenkel法を用いる事で非調和効果を取り入れたため, 第一原理計算
によって得られたエネルギーが非調和な振る舞いをするものと期待する. またそこで得ら
れる自由エネルギーは, 次のようにして得ることが出来る.

式 (2.2)を λ で微分すると

∂E

∂λ
= EVASP − EEinstein

となる．つまり，∂E
∂λ
はVASPで得られるエネルギーと，Einsteinモデルで得られるエネ

ルギーの差を意味しており，これはモンテカルロシミュレーションを実行する間に，記録
しておく．
VASPの自由エネルギーFVASP は解析的に得られるEinsteinの自由エネルギー FEinstein

からの熱力学積分 (Thermodynamical Integration)を λ を変化させて取ることによって，

FVASP = FEinstein +

∫ λ=1

λ=0

⟨
∂E

∂λ

⟩
dλ

として得られる．ここで被積分関数の括弧はその値の平均を取ることを意味している．
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図 2.3: VASP model.

2.4 スラブモデル
Einstein modelを用いて表面エネルギーを計算する場合, 周期的境界条件に縛られるバ

ンド計算手法を表面に適用しなくてはならない. そこでスラブモデルをイメージする事
が重要になってくる. スラブモデルは図 2.4のように固体が真空層に上下を囲まれたスー
パーセルと呼ぶ大きなセルとして考える. スーパーセルには固体のスラブ層と真空層が存
在し, そのスラブ層と真空層との隣接する面を表面と捉える. 更に周期的境界条件により,

1つのスーパーセルが全ての方向へ無限に隣接するモデルと考える. そうすることで現実
では有限である表面を無限周期の固体とみなし, 平面波を考慮出来るという計算条件を用
いて拡張し, バルク全体を表現する事でAl表面への第一原理計算が行えるようになる.

2.4.1 指数 ⟨111⟩

⟨111⟩ とは, スラブモデルでの表面の取り方を示している. ⟨111⟩ での表面は, 図 2.5の
ように立方体を 2つ並べ, 一方の上側の対角線ともう一方の下側の対角線が平行になるよ
うに選び, 互いの対角線の両端同士を繋げた形となる. スラブモデルの表面と表面の間の
スラブ層に原子が存在しスラブ層の上下は真空層でおおわれている. 図 2.5が並ぶことで
1つのスーパーセルとなり, スーパーセルを周期的境界条件で拡張していく. 現実での金
属の表面に触れているのは真空ではなく大気であるため, 酸化物で覆われるが, 実験室で
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図 2.4: スラブモデルのイメージ.

実験する際には真空中で表面に酸化物が無い状態を観察するため, 第一原理計算において
も真空で固体が覆われているスラブモデルが多用される.

図 2.5: ⟨111⟩ でのスラブモデルのイメージ.
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第3章 結果

3.1 完全結晶
有限温度の計算において，体積膨張が大きく効いてくる．つまり，体積膨張によってバ

ネ定数や基底エネルギーが大きく変化する．よって，対象系の熱膨張を求めるのが第一ス
テップとなる．
図 3.1は完全結晶のトータルエネルギーの温度依存性の格子定数断面である．エネル

ギーの格子定数依存性は，それぞれの温度で最安定の位置があり，それは温度につれて増
加していく．これは体積が膨張することを意味している．この最安定位置を示す黒丸を温
度に対してプロットすると図 3.2のような熱膨張率が得られる．これは第一原理計算のよ
く知られたバイアス効果から実験的に得られる値とは系統的なズレがある．しかし，その
傾きとなる熱膨張係数はよく一致する．ここから規定した温度での，VASPで定まる体積
を読み取ることが可能である．

図 3.1: 完全結晶のトータルエネルギーの温度依存性の格子定数断面.
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図 3.2: 温度による熱膨張率の変化の様子.

3.2 Einstein計算
欠陥エネルギー dE は以下の式から求める事が出来る.

dE = Ed(n)− nEp (3.1)

(3.1)式の通り, dE は完全結晶 Ed(n) (n は原子数)と自由エネルギー Ep の差で求まる.

Al⟨111⟩ でのEinstein計算では, 原子数 20に設定し, 0.98, 1.00, 1.02, 1.04の各体積でエネ
ルギーとバネ定数の計算を行った. 図 3.3,3.4,3.5,3.6はそれぞれの体積でのエネルギーと
バネ定数の値である. 左から [サイト,原子数 (20),エネルギー,kx,ky,kz]を表す. kx,ky,kz

はバネ定数である. このバネ定数を用いて表面エネルギーの計算を行った. その結果をプ
ロットしたのが図 3.7である. 横軸を温度, 縦軸を表面エネルギーとしてある. Al⟨111⟩ で
の表面エネルギーは, 基底状態となる 0Kから温度を上昇させていくと, それに伴って減少
するという結果が得られた.

3.3 Frenkel計算
Al⟨111⟩ では, 調和振動子近似である Einstein modelで表面エネルギー, 即ち自由エネ

ルギーが低下するという結果になった. しかし, ⟨110⟩ や ⟨100⟩ で同様に Einstein計算を
行っても自由エネルギーの低下は見られず, Einstein modelによる温度依存性が無いとい
う結果を示していた.
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図 3.3: vol=0.98でのエネルギーとバネ定数.

図 3.4: vol=1.00でのエネルギーとバネ定数.

図 3.5: vol=1.02でのエネルギーとバネ定数.
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図 3.6: vol=1.04でのエネルギーとバネ定数.

図 3.7: Al⟨111⟩ の表面エネルギーの温度依存性.
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そこで，この違いを比べるために，Frenkel法による非調和効果を取り入れて計算を行っ
た. Frenkelによる非調和の効果から熱膨張を上手く取り入れる事で, 自由エネルギーがど
のように変化するのかを確認する. 図 3.8は Einstein計算から Frenkel計算を行うために
用いたエネルギーとバネ定数である. 図 3.9はモンテカルロシミュレーションのステップ
数:1000, λ =1.0での表面間距離をプロットしている. MC stepが増えるに伴い, 表面間距
離も上昇している. この膨張はある一定の値へと収束すると予測され, 現実を再現してい
ると期待する事が出来る.

図 3.10は λ =1.0でのエネルギーの変化をプロットしたものである. total energyはMC

stepが 500以降で 1.5eV付近を保つような結果となった. de/dlはMC stepが 400以降
で-1.0eV付近を保つような結果となった.

図 3.8: Frenkel法を適用する為に必要な ks data.

図 3.9: Al⟨111⟩ のMCシミュレーションによる表面間距離.
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図 3.10: Al⟨111⟩ の λ =1.0でのトータルエネルギーと de/dlの変化.

14



第4章 考察

Einstien計算を行った結果, Al⟨111⟩ では温度が上昇するにつれて表面エネルギー, つま
り自由エネルギーが低下している事を示した. しかし, ⟨110⟩ や ⟨100⟩ で同様にEinstein計
算を行っても自由エネルギーの低下は見られず, Einstein modelによる温度依存性が無い
という結果を示していた.

そこで，Einstein modelを詳しく検討した．まず図 4.1には，それぞれの層の z軸位置
の体積依存性を示した．左パネルは表面から測った z位置の絶対値を示している．体積を
大きくするに従って z軸の長さが縮んでいることを示している．

図 4.1: relaxationの体積依存．

この様子を模式的に示したのが図 4.2である．表面のスラブモデルは実際上パネルに示
したような原子配置である．それぞれの層と全体を箱で示すと真ん中のパネルのように模
式的にかける．x,y軸を 4%膨張させるとそれにつれて z軸方向が縮んでいる．すなわち正
方晶歪みが起こっていることを意味している．実際に，体積一定を見なして規格化した図
4.1の右パネルでは，正方晶歪みから予測される層の変化をよく再現していることがわか
る．つまり relaxした結果は，正方晶ひずみであることがわかる．
次にバネ定数の依存性を調べると図 4.3のようになる．表面のバネ定数は，片側が真空

で何もないので，結合がなくなり弱くなる．これは ⟨110⟩ でも ⟨111⟩ でも観測される．と
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図 4.2: Al⟨111⟩ のスラブモデルと正方晶歪

ころが，完全結晶のバネ定数が約 2eV/Å2 であるのに対して，内部は逆に硬くなる．これ
も ⟨110⟩ でも ⟨111⟩ でも観測される．しかし，⟨111⟩ は内部のバネ定数はそれほど高くな
い．この違いが Einstein計算による自由エネルギーの低下の原因と考えられる．

図 4.3: バネ定数の layer依存性

次に Frenkel計算による結果を確認すると ⟨111⟩ は de/dlが-1eV付近になったが, 他と
比べるとこの負の値は小さくなっている. この Einsteinと Frenkelの計算結果から, ⟨111⟩

ではEinstein modelによる調和振動子近似の効果が大きく, Einstein計算を行った段階で
自由エネルギーが減少する. しかし Frenkelによる非調和を取り入れた効果は少なく, 自
由エネルギーは余り減少しない.

⟨110⟩ では λ =0, 0.5, 1.0で Frenkel法を実行し, その結果から Einstein法による自由
エネルギーと, Frenkel法による自由エネルギーの差を計算した. その結果, 非調和効果に
よる自由エネルギーが下がるという仮説には有意な差が見られないという結論に至った
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[3]. よって ⟨111⟩ の非調和の効果が最も大きい λ =1.0での計算結果と ⟨110⟩ での結果か
ら ⟨111⟩ でも Frenkel法による非調和を取り入れた効果は少なく, 自由エネルギーの低下
は少ないのではないかと考えられる.
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第5章 総括

本研究では, Al⟨111⟩ の表面エネルギーに対して, 西谷が開発した有限温度での第一原
理計算を適用し, 欠陥エネルギーの計算を試みた.

その手法は調和振動子近似であるEinstein modelを用いたEinstein法と, 非調和の効果
を取り入れたモンテカルロシミュレーションから求められる Frenkel法がある. 欠陥エネ
ルギーは完全結晶と自由エネルギーの差から求める事が出来る. そこで, Einstein model

に適用するバネ定数を求めた. このバネ定数を用いて, Einstein法での自由エネルギーを
求めた. その結果, Al⟨111⟩ ではEinsteinによる自由エネルギーの低下を確認し, 温度依存
性があるという結果が得られた.

Frenkel法による非調和効果を取り入れる事による自由エネルギーの変化を期待し, 次
に Einstein法から Frenkel法へと手法を変更し, 計算を行った. ステップ数 1000, λ =1.0

という条件での計算を行った所, Al⟨111⟩ では自由エネルギーの低下が少ないという結果
が得られた. これはAl⟨111⟩ ではEinstein modelの効果が大きくEinstein法を行った時点
で自由エネルギーが低下するが, その一方で Frenkel法によって非調和を取り入れた効果
は小さく, エネルギーがあまり低下しないと推測できる結果となった.
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