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概 要

　単一空孔生成エネルギーとは，1個の原子を抜き出して，それを完全結晶の中に埋め込

むエネルギーのことである．単一空孔生成エネルギーを考えるには，取り去った原子を

完全結晶の中にもう一度埋め直して，エネルギー差を計算する必要がある．本研究では，

Einsteinモデルに基づいた自由エネルギー計算の理屈に基づき，Al単一空孔の有限温度

第一原理計算を行うことを目的とし，単一空孔生成エネルギーを計算した．

　完全結晶ではエネルギー計算を行い，最安定値，及びバネ定数とトータルエネルギーの

温度依存性を確かめた．また，トータルエネルギーの最安定値の点を取り出し，温度に対

する熱膨張率の変化を確かめ，妥当な値が得られた．

　単一空孔では，最安定値の結果をもとに，Einstein計算を行った．Einstein計算では，

完全結晶と vacancyのバネ定数を比較し，vacancyの kx ，ky ，kz それぞれにおいて，完

全結晶に近い値をとった．また，vacancyからの距離の膨張収縮の様子も確かめ，第 2近

接，第 3近接，第 4近接，第 5近接あたりでほぼ完全結晶に近い値をとった．ところが，

バネ定数と距離について確かめると，1番近いところのエネルギーは完全結晶に近い値を

とったが，1番遠いところのエネルギーは完全結晶に比べて低い値をとる結果となった．

この結果の原因として，十分にサイズが取れていないためであると考えられるが，現在大

きいサイズの計算は出来ていない状況である．単一空孔生成エネルギーにおいても今は正

しいと考えられるが，サイズが小さいのでより大きいサイズの計算が望まれる．
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第1章 序論

西谷研究室では，Einsteinモデルに基づいた自由エネルギー計算を行っている．自由エ

ネルギーは有限温度の熱力学的諸物性を記述する基本となる関数である．これを第一原理

的に計算だけから求める事は材料開発において極めて重要である．

単一空孔生成エネルギーとは，1個の原子を抜き出して，それを完全結晶の中に埋め込

むエネルギーのことである．単一空孔生成エネルギーを考えるには，取り去った原子を

完全結晶の中にもう一度埋め直して，エネルギー差を計算する必要がある．本研究では，

Einsteinモデルに基づいた自由エネルギー計算の理屈に基づき，Al単一空孔の有限温度

第一原理計算を行うことを目的とし，単一空孔生成エネルギーを計算した．
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第2章 手法

2.1 第一原理計算
第一原理計算とは，系の原子位置を入力として，電子構造をシュレディンガー方程式に

従って計算し，系のエネルギーポテンシャルを出力する [1]．計算は複雑であるため時間

を要するが，高精度な結果を期待できる．

2.1.1 VASP

VASPは第一原理量子力学計算を行うための計算化学ソフトウェアで，平面波基底凝ポ

テンシャル法 (ならびにPAW法)による第一原理計算パッケージである．凝ポテンシャル

法とは内殻電子を除いた価電子だけを考慮する方法である．内殻電子を取り扱わないた

め，全電子を計算するフルポテンシャル法に比べ，計算が軽くなり高速な計算が可能にな

る．また，内殻電子は化学結合や物性に影響を与えることが少ないため，より複雑な物質

への適用が可能となる [1]．本研究では，VASPを用いて第一原理計算を行った．

2.2 Einstein model

有限温度計算にはEinstein法を用いた．Einstein modelは原子がそのサイトに釘付けさ

れて，その周りを熱振動しているモデルである [2]．Einstein modelでどのようにして自

由エネルギーが計算されるかの導出過程を詳しく調べる [3]．
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2.2.1 導出

N 個の原子が 3次元に振動する固体を，自由度が 3N の調和振動子とみなし，それぞ

れがとるエネルギー準位の集合と考えて，系全体のエネルギーは

E =
3N∑
i=1

(
ni +

1

2

)
ℏω (2.1)

で求まる．ここで，ω はばね定数から求まる振動数である．振動子間の相互作用はないと

しているので，系全体のエネルギーは各振動子のエネルギーの単純な和になっている．正

準分配関数も状態和Z は各振動子ごとに独立にとれるので，系全体の状態和は

Z =
∞∑

ni=0

...
∞∑

n3N=0

exp
(
− Ei

kBT

)
(2.2)

となる．ここで，(2.2)式に (2.1)式を代入し

Zi =
∞∑
n=0

exp
(
−
(
n+

1

2

) ℏω
kBT

)
とする．ℏω/kBT を β とおくと，

∞∑
n=0

exp
(
−
(
n+

1

2

)
β
)

= exp
(
−1

2
β
)
+ exp

(
−3

2
β
)
+ exp

(
−5

2
β
)
+ ...

= exp
(
−1

2
β
)(

1 + exp
(
−β
)
+ exp

(
−2β

)
+ ...

)
(2.3)

と変形できる．初項：a，項比：r，項数：mのときの等比級数の和の公式

Sm =
a(1− rm)

1− r
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を用いて，(2.3)式を変形すると，

Sm =
1
(
1−

(
exp
(
−β
)m+1)

1− exp
(
−β
) (2.4)

となる．ここで，(2.4)式を無限に飛ばすと，

S = lim
m→∞

Sm =
1

1− exp
(
−β
)

となる．よって，(2.3)式は以下の式となる．

Zi = exp
(
−1

2
β
) 1

1− exp
(
−β
) =

exp
(
−1

2
β
)

1− exp
(
−β
)

β を ℏω/kBT に戻すと，

Z = Z3N
i =

(
exp
(
− ℏω

2kBT

)
1− exp

(
− ℏω

kBT

))3N

と計算できる．したがって，自由エネルギーは

F = H(= E + PV )− TS(S = kBlnZ)

で求めることができるため，原子それぞれのサイト i での有限温度におけるHelmholtz自

由エネルギーは

Fi = E0
i − kBT lnZi

= E0
i − kBT

∑
j=x,y,z

ln

(
exp
(
− ℏωj

2kBT

)
1− exp

(
− ℏωj

kBT

))

で求められる．ここでE0
i は基底状態のエネルギーを，ωj は x, y, z 方向のバネ定数から

求めた振動数を表している．
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2.2.2 状態和の本質

2 つの独立した系があるとして，その周りをバネが振動しているものとする．これが

熱的に揺らいだとすると，図 2.1の上記のようになり，このバネを現実的に考えたものが，

図 2.1の下記のようになる [4]．

図 2.1: Einstein modelの説明．

このバネ間には相互作用があるが，ないとみなしているのが einstein modelである．1

個 1 個の原子が独立した調和振動子とみなせる．それぞれの原子が取る場合の数をW1 ，

W2とすると，場合の数の合計は

W = W1 ×W2 (2.5)

で掛け算であり，エネルギーは

E = E1 + E2 (2.6)
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で足し算となる．例えば，W1 が 4 つ，W2 が 2 つあるとすると，図 2.2のような模式図と

なる．

図 2.2: 状態和の模式図．

したがって，原子は独立していることから場合の数は掛け算となる．また，あるエネル

ギーのときにそれに対応する場合の数はどうなるかを考えたのがボルツマンである．ある

時に足し算，ある時には掛け算というのは良いのかと考えたボルツマンは，場合の数を

Wi = exp(−Ei) (2.7)

のような関数であると仮定した．そうすると，場合の数は

W1 ×W2 = exp(−E1)× exp(−E2) = exp(−(E1 + E2)) (2.8)

となる．したがって，場合の数を掛けたものはエネルギーを足したものと同様であるこ

とが分かる．(2.7)式と (2.8)式をアンサンブル (集団)と考える．(分布という人もいる．)

(標準的な (小)正準集団の場合に (2.5)式と (2.6)式のようになってくれると良い．) ある

いは，(2.5)式と (2.6)式になるための 1 番単純な形が (2.7)式であると仮定した．図 2.1よ

りEi というのは，

Ei = (ni +
1

2
)ℏω (2.9)
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量子化 (エネルギーが飛び飛びにしか取れないこと (図 2.1に記載)) というのが後で証明さ

れたことから (2.9)式のような値しか取れない．それを使って計算し，全てを足したもの

が状態和Z である．状態和は自然対数を取り，

lnZ = ln(W1 ×W2) = lnW1 + lnW2 =
∑
i

lnWi (2.10)

(2.10)式に変形することができる．したがって，和という表記となる．

2.3 単一空孔モデル
単一空孔生成エネルギーとは，1個の原子を抜き出して，それを完全結晶の中に埋め込

むエネルギーのことである．単一空孔生成エネルギーを考えるには，図 2.3のようなモデ

ルで考える必要がある．

図 2.3: 単一空孔の生成機構．

取り去った原子を表面に着けるとしたものがあるが，これは間違いである．表面に着け

るとその下の原子が完全結晶になる．したがって，取り去った原子を完全結晶の中にもう

一度埋め直して，エネルギー差を計算するのが正しい．つまり，抜き出されたサイトのま
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わりの原子がどういう変化を受けたかを計算すればよい．単一空孔生成エネルギーは，

Ev = Efinal − Einitial (2.11)

で得られる [3]．Efinal とEinitial は，nを系の原子数とすると，それぞれEfinal = Ev(n) と

Einitial = nE0 である．

2.4 最安定エネルギー計算
完全結晶と単一空孔の最安定エネルギー計算を行う．手順は以下の通りである．

1. 計算に必要なファイルを準備する．

• POSCAR

• INCAR

• POTCAR

• KPOINTS

2. 計算に必要なプログラムを準備する．

• auto calc.sh

• auto calc 1.rb(完全結晶)

• auto calc 3.rb(単一空孔)

• gets results 1.rb

3. POSCARの値を変更する．

完全結晶の場合，scaleは 0.96Åから 1.04Åの範囲で 0.02Åずつ変更する．単一空

孔の場合，scaleは 0.98Åから 1.04Åの範囲で 0.02Åずつ変更する．値の変更には

共に上記に記した auto calc 1.rb，auto calc 3.rbのプログラムにより，scaleを標準

入力することで自動的に変化される．その為，上記に記した auto calc.shのプログ

ラムでは，計算したい scaleを入力し，計算させたい asuraの番号と，cpuの数を入
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力することで，自動的に各 scaleでの計算結果が得られる．また，auto calc 1.rbの

プログラムでは西谷が作成したPOSCAR fcc initをPOSCARにコピーすることで

計算を行い，auto calc 3.rbのプログラムでは西谷が作成した POSCAR vac initを

POSCARにコピーすることで計算を行う．

4. INCARの中身を変更する．

完全結晶では fixさせたいので，西谷が作成した INCAR fixを INCARにコピーして

計算を行い，単一空孔では relax(緩和)させたいので，西谷が作成した INCAR relax

を INCARにコピーして計算を行う．

5. 計算結果から得られたデータを tableにする．

上記に記した gets results 1.rbのプログラムにより，各 scaleにおいて変化させるこ

とで得られた各エネルギーを tableにする．

6. fitting．

fittingは，多項式でMapleを用いて計算した．

計算結果から得られた tableをMapleへ入力し，

完全結晶では，

• 規格化した scaleに対する完全結晶の１原子あたりのエネルギー依存性

• 規格化した scaleに対する完全結晶のバネ定数依存性

• 完全結晶のトータルエネルギーの温度依存性の scale断面

• 完全結晶の１原子あたりのエネルギーの温度依存性の scale断面における最安

定エネルギーの点を加えた図

• 温度に対する熱膨張率の変化

を plotし，単一空孔では，

• 規格化した scaleに対する，vacancyの１原子挿入したときの系全体のトータル

エネルギー依存性

を plotする．
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2.5 単一空孔のEinstein計算
最安定エネルギーの計算により求まった各 scaleにおける POSCARの値を用いて，

Einstein計算を行う．手順は以下の通りである．

1. 計算に必要なファイルを準備する．

• POSCAR

• INCAR

• POTCAR

• KPOINTS

2. 計算に必要なプログラムを準備する．

• einstein calc.sh

• einstein calc.rb

• gets results 1.rb

• ks analysis.rb

• calc site ks.rb

3. POSCARの値を変更する．

最安定のPOSCARをPOSCAR full relaxedとし，上記で示した einstein calc.rbの

プログラムでは，POSCAR full relaxedを POSCAR origにコピーすることで計算

を行う．また，上記に記した einstein calc.shのプログラムでは，計算したい原子の

数を 1から入力し，計算させたい asuraの番号と，cpuの数を入力することで，自動

的に各エネルギー，各バネ定数の計算結果が得られる．

4. INCARの値を変更する．

Einstein計算では，原子は fixした状態での計算であるため，relax(緩和)させない．

したがって，西谷が作成した INCAR fixを INCARにコピーして計算を行う．
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5. 計算結果から得られたデータを tableにする．

上記に記した gets results 1.rb，calc site ks.rb，ks analysis.rb のプログラムにより，

tableを作成する．

6. fitting．

fittingは，多項式でMapleを用いて計算した．

計算結果から得られた tableをMapleへ入力し，

• 完全結晶のバネ定数と vacancyのバネ定数の比較

• 空孔生成エネルギーの温度による変化

• Vacancyからの距離の収縮膨張の様子

• Vacancyのバネ定数とVacancyからの距離との関係性とそのバネ定数の平均値

とVacancyからの距離との関係性

を plotする．
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第3章 結果と考察

3.1 完全結晶のエネルギー計算
以下 2 × 2 × 2のユニットセルを原子数 4で並べた 32原子で計算を行った．

3.1.1 最安定値

32原子で最安定値の計算を行った．POSCARの規格化した scaleを-0.04Åから 0.06Å

まで 0.02Åずつ変更しエネルギーの計算を行った．その結果を用いて，mapleで線形最小

二乗法を用いて関数に fitし求めたのが図 3.1である．

図 3.1: 規格化した scaleに対する完全結晶の１原子あたりのエネルギー依存性．

縦軸に 1原子あたりのエネルギー，横軸に規格化した scaleをとる．また，基底状態の
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エネルギーを表した図であることから，完全結晶の 1原子あたりのエネルギーは，元のエ

ネルギーから 32を割った値で表している．完全結晶の 1原子あたりのエネルギーはwhole

scale prameter=0で最安定値をとる 2次曲線となっている．

3.1.2 バネ定数の温度依存性

図 3.2は規格化した scaleに対する完全結晶のバネ定数依存性の様子を表している．縦軸

にバネ定数，横軸に規格化した scaleをとる．バネ定数は規格化した scaleが大きくなるに

つれて，小さくなり，柔らかくなる．その変化を示した．

図 3.2: 規格化した scaleに対する完全結晶のバネ定数依存性．

3.1.3 トータルエネルギーの温度依存性

図 3.3は図 3.1と図 3.2から計算した完全結晶のトータルエネルギーの温度依存性の scale

断面である．縦軸にトータルエネルギー，横軸に規格化した scaleをとる．
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図 3.3: 完全結晶のトータルエネルギーの温度依存性の scale断面．
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図 3.3の最安定値を plotしたのが図 3.4である．完全結晶のトータルエネルギーの温度

依存性の scale断面における最安定エネルギーの点を加えて図示したグラフである．縦軸

にトータルエネルギー，横軸に規格化した scaleをとる．

図 3.4: 完全結晶のトータルエネルギーの温度依存性の scale断面における最安定エネル
ギーの点を加えて図示したグラフ．

3.1.4 熱膨張率

図 3.4の最安定エネルギーの点を 0Kから 800Kで plotしたものが図 3.5である．縦軸に

熱膨張率，横軸に温度をとる．温度に対する熱膨張率の変化を示した．

図 3.6は完全結晶の体積を 513Kで見積もるための図であり，513Kのときに，0.0169と

いう妥当な値が得られた．縦軸に熱膨張率，横軸に温度をとる．
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図 3.5: 温度に対する熱膨張率の変化．
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図 3.6: 完全結晶での体積依存性．
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3.2 単一空孔の最安定値計算
以下単一空孔においては，2 × 2 × 2のユニットセルを原子数 4で並べた 32原子の中

で，1原子が空孔になっていることから 31原子で計算を行った．

3.2.1 最安定値

31原子で最安定値の計算を行った．POSCARの規格化した scaleを-0.04Åから 0.06Åま

で0.02Åずつ変更しエネルギーの計算を行った．その結果を用いて，mapleで線形最小二乗

法を用いて関数にfitし求めたのが図3.7である．縦軸にvacancyの1原子挿入したときの系

全体のトータルエネルギー，横軸に規格化した scaleをとる．vacancyの 1原子挿入したと

きの系全体のトータルエネルギーは完全結晶のときと同様にwhole scale parameter=0で最

安定値をとる 2次曲線となっている．それぞれの規格化した scaleをPOSCAR full relaxed

とし，Einstein計算を行った．

図 3.7: 規格化した scaleに対する，vacancyの１原子挿入したときの系全体のトータルエ
ネルギー依存性．
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3.3 単一空孔のEinstein計算
POSCAR full relaxedを用いてそれぞれの自由エネルギー，x軸，y軸，z軸のバネ定数

の計算を行った．

3.3.1 バネ定数

完全結晶のバネ定数と vacancyのバネ定数の比較を示したのが図 3.8 である．また，

vacancyからの距離が 1番近い点と 1番遠い点におけるエネルギーの場所を示した．バネ

定数は kx ，ky ，kz のそれぞれで値が変わることを示している．完全結晶のばね定数に

対して，vacancyのばね定数は分散する．辛うじて kx ，ky ，kz のそれぞれは完全結晶に

近い値をとった．

図 3.8: 完全結晶のバネ定数と vacancyのバネ定数の比較．
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3.3.2 空孔生成エネルギー

図 3.8の完全結晶のばね定数と，vacancyのバネ定数の差として得られた空孔生成エネ

ルギーの温度による変化を示したのが図 3.9 である．縦軸に空孔生成エネルギー，横軸に

温度をとる．

図 3.9: 空孔生成エネルギーの温度による変化．

空孔生成エネルギーは，前章の第2節 2.3で示した通り，(2.11)式で求められる．図3.8で

の 1つ目の点の空孔生成エネルギーを実際に計算してみると

−114.82− (−115.46) = 0.64

と求められる．-114.82は vacancyのトータルエネルギーEfinal ，-115.46は完全結晶の自

由エネルギーEinitial である．また，基底状態のエネルギーは，

dE = Ed − nE0 (3.1)
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で求められる [5]．実際に基底状態のエネルギーを計算してみると，

−115.1− 31(−119.47/32) = 0.64

と求められる．-115.1は欠陥系エネルギーEd(n)，-31(-119.47/32)は完全格子エネルギー

nE0 ，0.64は欠陥エネルギー dE である．また，完全格子エネルギーは，1原子あたりの

エネルギーE0 に原子数 31を掛けている．

3.3.3 膨張収縮

距離の変化，膨張収縮の変化を示したのが図 3.10である．縦軸に膨張率の変化，横軸に

vacancyからの距離をとる．第 1近接では，0.4%収縮し，第 3近接では，0.05%膨張する．

第 2近接，第 4近接，第 5近接では変わらない．膨張収縮とは任意の値に対して，距離の

値が縮んだり伸びたりする．つまり，ある基準で引き算をしている，あるいは，比をとっ

ている．

d− d0
d0

=
d

d0
− 1 (3.2)

今は，d − d0 しかしていないが，規格化しているため既に d0 が割られていると考える．

したがって，(3.2)式は比をとって考えるときの式である．

第 2近接，第 3近接，第 4近接，第 5近接あたりでほぼ完全結晶に近い値をとった．こ

れは十分な大きさのサイズで計算できているといえる．

3.3.4 バネ定数と距離

図 3.8はバネ定数を sortして並べた図であるため，加えて距離について考えて示したの

が図 3.11である．赤線は，kx ，ky ，kz のそれぞれが vacancyからの距離によってどう変

化するのかを描いている．青線は，それらの平均値が vacancyからの距離によってどう変

化するのかを描いている．縦軸にバネ定数，横軸に vacancyからの距離をとる．あまり顕

著な傾向は無いが，分布していることが分かる．また，vacancyからの距離が 1番近いと

ころ，1番遠いところの点をとった．この点のエネルギーを本章第 1項 3.3.1の図 3.8に示
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図 3.10: Vacancyからの距離の膨張収縮の様子．
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した．1番近いところのエネルギーは完全結晶に近い値をとったが，1番遠いところのエ

ネルギーは完全結晶に比べて低い値をとった．したがって，本章第 3項 3.3.3での結果で

十分な大きさのサイズで計算できていると考えていたが，十分にサイズが取れていないた

め，もっと大きなサイズでの計算が必要である．また，本章第 2項 3.3.2の図 3.9において

も今は正しいと考えられるが，サイズが小さいのでより大きいサイズの計算が望まれる．

図 3.11: Vacancyのバネ定数とVacancyからの距離との関係性．
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第4章 総括

本研究では，Einsteinモデルに基づいた自由エネルギー計算の理屈に基づき，Al単一

空孔の有限温度第一原理計算を行うことを目的としてきた．完全結晶のエネルギー計算

の結果，温度に対する熱膨張率の変化を確かめ，妥当な値をとる結果となった．単一空孔

では，最安定値の結果をもとに，Einstein計算を行った．Einstein計算では，完全結晶と

vacancyのバネ定数を比較し，vacancyの kx ，ky ，kz それぞれにおいて，完全結晶に近

い値をとった．また，vacancyからの距離の膨張収縮の様子も確かめ，第 2近接，第 3近

接，第 4近接，第 5近接あたりでほぼ完全結晶に近い値をとった．ところが，バネ定数と

距離について確かめると，1番近いところのエネルギーは完全結晶に近い値をとったが，

1番遠いところのエネルギーは完全結晶に比べて低い値をとる結果となった．以上の結果

より，十分なサイズだと考えていたが，実際にはまだ距離が足りていないことが考えられ

る．今後，単一空孔生成エネルギーにおいても今は正しいと考えられるが，十分にサイズ

が取れていないため，大きいサイズの計算が必要であると考える．
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