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概 要

材料設計において系の有限温度における自由エネルギーの変化は基本となる物性値であ

る．第一原理計算は絶対零度での計算のため熱振動の効果を考慮していない．しかしなが

ら，熱膨張，比熱，電気伝導率などの諸物性は有限温度において振動の影響を受ける. そ

のため，有限温度での物性を計算により求めることは，振動の効果を取り入れて計算する

ことが必要となる.

第一原理計算ソフト VASP(Vienna ab initio simulation package) では，擬調和振動子

近似に基づいた phonon計算パッケージが開発されており，Phonon-DOS法を用いて自由

エネルギーを見積もることができる．しかし，Ti 結晶での相変態温度近傍での振る舞い

と体積膨張率において実験を再現する結果が得られない．これは相互作用の高次項である

非調和項の影響が大きいためと考えられる．

Vu Van Hung らが開発したMoment 法では，原子間の相互作用エネルギーの高次微

分を考慮にいれることによって，非調和効果を取り入れた有限温度における自由エネル

ギー，熱膨張などを見積もることができる．等方的な格子構造を持つ fcc金属であるCu,

Ag, Au，Alを計算対象とし VASPの導入を試み熱膨張，自由エネルギーの計算をおこ

なった．VASPの支援ソフトであるMedeAとオープンソースの Phonon計算ソフトであ

る Phonopyにより，Phonon-DOS法による熱膨張，自由エネルギーを求め，それらと比

較することで計算結果の信頼性を確かめた．結果は，ペアポテンシャルを用いた従来の

Moment法と比べると熱膨張，自由エネルギーともにMedeA, Phonopyに近い数値を出

すことができた．この手法はまだまだ改善の余地があり，今後の計算精度の向上に期待で

きる．
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第1章 序論

材料設計において系の有限温度における自由エネルギーの変化は基本となる物性値であ

る．第一原理計算は絶対零度での計算のため熱振動の効果を考慮していない．しかしなが

ら，熱膨張，比熱，電気伝導率などの諸物性は有限温度において振動の影響を受ける. そ

のため，有限温度での物性を計算により求めることは，振動の効果を取り入れて計算する

ことが必要となる.

第一原理計算ソフト VASP(Vienna ab initio simulation package) では，擬調和振動子

近似に基づいた phonon計算パッケージが開発されており，Phonon-DOS法を用いて自由

エネルギーを見積もることができる [1]．しかし，Ti 結晶での相変態温度近傍での振る舞

いと体積膨張率において実験を再現する結果が得られない [2]．これは相互作用の高次項

である非調和項の影響が大きいためと考えられる．

Vu Van Hung らが開発したMoment 法では，原子間の相互作用エネルギーの高次微分

を考慮にいれることによって，非調和効果を取り入れた有限温度における自由エネルギー，

熱膨張などを見積もることができる [3]．

本研究では，Moment法が前提としている経験的な原子間ポテンシャルでなく，第一原

理計算の組み込みが可能かを検証する．等方的な格子構造を持つ fcc金属であるCu, Ag,

Au，Alを計算対象としVASPの導入を試み熱膨張，自由エネルギーの計算をおこなった．

そして，VASPの支援ソフトであるMedeAとオープンソースの Phonon計算ソフトであ

る Phonopyにより，Phonon-DOS法による熱膨張，自由エネルギーを求め，それらと比

較することで計算結果の信頼性を確かめた．
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第2章 Moment法

Moment法とはVu Van Hungらが開発した，熱膨張，自由エネルギーなどを見積もる

ことができる計算手法である．特徴としては，

• 原子間の相互作用エネルギーの高次微分を利用することによって，非調和効果を取

り込んだ計算が可能．

• 熱膨張を計算したのち，その格子の長さから自由エネルギーの計算を行うため体積

変化を考慮した計算が可能．

• 経験的なペアポテンシャルでの計算を前提としている．

• 系に aの外力が働いているときの系の平均変位 ⟨ui⟩aという値を利用する．

などが挙げられる．本章では，そんなMoment法の計算手法，また，経験的なペアポテン

シャルを利用した fcc構造での計算手法について記述する．

2.1 外力が無い場合の変位y0の導出

Moment法では熱膨張の計算をする際，原子の変位から系の外力なしの場合の変位を求

める関数 y0を利用する．本節ではその関数の導出を行う．

N 個の原子が線形結合していると考えると，相互作用エネルギーは

U = N
∑
i

φi0(|ai + ui|) (2.1)

と書くことができる．ここでφi0は 0番目と i番目の原子間のポテンシャルエネルギー，ai

は i番目の原子の平衡位置，uiは i番目の原子の平衡位置からの変位である．φi0(|ai+ui|)
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を変位 uiについてテイラー展開を行い 4次の項まで取ると次式ができる．

φi0(|ai + ui|) = φi0(|ai|) +
1

2

(
δ2φi0

δu2i

)
u2i +

1

6

(
δ3φi0

δu3i

)
u3i +

1

24

(
δ4φi0

δu4i

)
u4i (2.2)

この式はポテンシャルエネルギーなので変位 uiで微分すると，(
δ2φi0

δu2i

)
ui +

1

2

(
δ3φi0

δu3i

)
u2i +

1

6

(
δ4φi0

δu4i

)
u3i (2.3)

となり，0番目の原子に作用する力が得られる．ここで，aを系に働いている外力，⟨ui⟩a
を外力 aが働いているときの uiの平均変位とし，系が平衡状態であるという条件を加え

ると以下の等式を作ることができる．

∑
i

(
δ2φi0

δu2i

)
⟨ui⟩a +

1

2

∑
i

(
δ3φi0

δu3i

)⟨
u2i
⟩
a
+

1

6

∑
i

(
δ4φi0

δu4i

)⟨
u3i
⟩
a
− a = 0 (2.4)

この式は，左辺第三項までが，外力 aが働いている際の平均変位による力を表しており，

外力 aとの差が 0という等式により，系の平衡状態を表している．この平均変位 ⟨ui⟩aを利

用するのがMoment法の大きな特徴である．Vu Van Hungらによると，⟨ui⟩a,⟨u2i ⟩a,⟨u3i ⟩a
は次のようになる [4, p.514]．

⟨ui⟩a ≡ y (2.5)

⟨u2i ⟩a = ⟨ui⟩2a + θ
δ ⟨ui⟩a
δa

+
θ

k
(x coth x− 1) (2.6)

⟨u3i ⟩a = ⟨ui⟩3a + 3θ ⟨ui⟩a
δ ⟨ui⟩a
δa

+ θ2
δ2 ⟨ui⟩a
δa2

+
θ

k
(x cothx− 1) ⟨ui⟩a (2.7)

k ≡
∑
i

(
δ2φi0

δu2i

)
≡ mω2, x =

ℏω
2θ
, θ = kBT, γ ≡ 1

6

∑
i

(
δ4φi0

δu4i

)
(2.8)

mは質量，ωは角振動数，ℏはプランク定数を 2πで割ったもの，kBはボルツマン定数，T

は温度である．また，kは式 2.4の左辺第一項に含まれている２次微分成分，γは左辺第

３項に含まれている４次微分成分である．式 (2.4)に式 (2.5),(2.6),(2.7)を代入すると次式
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が得られる．また，線形結合のため
(

δ3φi0

δu3
i

)
は 0となり消えている．

γθ2
δ2y

δa2
+ 3γθy

δy

δa
+ γy3 + ky +

γθ

k
(x cothx− 1)− a = 0 (2.9)

式 (2.9)には， δ2y
δa2
と δy

δa
が含まれている．これを解くために

y = y0 + A1a+ A2a
2 (2.10)

このように yを aの関数で表すことにする．A1,A2は任意の値である．y0は外力なしの平

衡位置からの変位であり，本節で求めることになる関数である．yは ⟨ui⟩aであり，熱膨

張の計算において計算者が入力とする平衡位置からの変位である．aを含んだ右辺第 2,3

項は外力による平衡位置からの変位を表している．これらにより左辺 yは外力なしの変位

と外力による変位の和であり，外力を考慮した変位であるとわかる．式 (2.9)と式 (2.10)

を利用してA2が消えるように式変形を行うと次式が得られる．

3γy40 +
[
3k + 6γθA1 +

3γθ

k
(x coth x− 1)

]
y20

−
[
kθA1 − θ +

γθ2

k
(x coth x− 1)A1 + 3γθ2A2

1

]
= 0 (2.11)

ここからは近似を用いてA1の導出を行う．まずは，式 (2.9)を，ky− a = 0という簡単な

形にする．それにより，A1 =
1
k
と置くことができ，式 (2.11)に代入すると，

3γy40 + 3k

[
1 +

γθ

k2
(x coth x+ 1)

]
y20 −

2γθ2

k2

(
1 +

x cothx

2

)
= 0 (2.12)

となる．ここで，y20は
k
γ
に対して十分大きいため，

y20 ≈ 2γθ2

3k3

(
1 +

x cothx

2

)
(2.13)

と近似することができる．この式 (2.13)を式 (2.11)に代入すると

A1 ≈
1

k

[
1 +

2γ2θ2

k4

(
1 +

x coth x

2
(x coth x+ 1)

)]
(2.14)

となり，精度の高いA1得ることができる．A1の導出が完了したので，式 (2.14)と式 (2.11)
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を利用することで，

y20 ≈ 2γθ2

3k3
A, (2.15)

A = a1 +
γ2θ2

k4
a2 +

γ3θ3

k6
a3 +

γ4θ4

k8
a4,

a1 =
x cothx

2
+ 1,

a2 =
1

2
x3 cothx3 +

23

6
x2 cothx2 +

47

6
x cothx+

13

3
,

a3 = −
(
1

2
x4 cothx4 +

16

3
x3 cothx3 +

50

3
x2 cothx2 +

121

6
x cothx+

25

3

)
,

a4 =
1

2
x5 cothx5 + 7x4 coth x4 +

250

9
x3 cothx3 + 46x2 cothx2 +

199

6
x cothx+

77

9
.

y0を導出することができる．

2.1.1 y0の不一致

この y0の値は Vu Van Hungらの y0と比べると，a4の値が一致していない．Vu Van

Hungらの a4は

a4 =
1

2
x5 cothx5 +

22

3
x4 cothx4 +

83

3
x3 cothx3 +

169

3
x2 cothx2 +

93

2
x cothx+

43

3

である．y0は k, γ, 温度 T の関数であり，T を 100K, 900Kとしたときの a4の違いによる

y0の値を図 2.1に示す．横軸に最近接原子間距離，縦軸が y0の値であり，計算にはCuの

ペアポテンシャルの k,γを使用した．100Kでは値の差はないが 900Kでは原子間距離が

伸びるに連れて若干の差が出ていることがわかる．Moment法は高温域で大きく熱膨張す

る傾向が見られるため，今回は導出した式 (2.15)を使うことにする．

2.2 熱膨張の計算

前節で外力が無い場合の変位 y0の導出をおこなった．本節ではそれを利用した熱膨張

の計算について記述する．まずは y0の導出の際に使用した式 (2.10)に注目する．左辺 y

は計算者の設定する平衡原子間距離からの変位である．右辺第一項 y0は外力がない場合

の変位であり，右辺の残りの項は外力による変位を表している．ここで y = y0となる場
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(a) T=100K (b) T=900K

図 2.1: 導出した a4と参考文献の a4による y0の比較．

合，右辺第 2, 3項が 0となる．すなわち，外力による変位が 0であり，その時の yは外力

の影響の無い，熱膨張のみを考慮した変位となる．yと y0の関係を図 2.2に示す．yと平

衡原子間距離を足し合わせた原子間距離から，ポテンシャルの 2次微分成分 k，4次微分

成分 γの値がわかる．その後，k,γの値から y0が算出される．

2.3 線形結合の自由エネルギー計算

熱膨張が求まった際，系は外力がない状態である．その状態のでの原子の変位から k,

γの値を取り出し，自由エネルギーを算出することができる．Vu Van Hungらによれば，

線形結合の自由エネルギー ψは次式となる [4, p.515]．

ψ ≈ U0 + ψ0 −
Nγθ2

6k2

(
1 +

x coth x

2

)
− Nγ2θ3

4k4

(
1 +

x coth x

2

)
(x coth x+ 1) (2.16)

U0 ≡ N
∑
i

φi0(|ai|) (2.17)

φ0 = Nθ[x+ log (1− e−2x)] (2.18)
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図 2.2: yと y0の関係図．

U0は原子間相互作用によるポテンシャルエネルギーであり，内部エネルギーとも呼ぶ．ψ0

は調和振動による自由エネルギーである．式 (2.16)の第３項からは非調和振動による自由

エネルギーである．またN は原子数であり，単純に ψ全体をN 倍している．

2.4 fcc構造での計算

ここまでは線形結合での計算を示した．実際の格子構造で計算するためには，経験的ペ

アポテンシャルで格子構造を再現し計算を行わなければならない．本節ではペアポテン

シャルを利用した fcc構造での計算手法について記述する．
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2.4.1 k, γの導出

Moment法はポテンシャルの 2次微分である k，4次微分を 6で割った γに依存する．fcc

構造では原子配置を考慮すると，式 (2.8)の k, γの値が次式に置き換わる．

k ≡
∑
i

(
δ2φi0

δu2iX

)
, γ ≡ 1

6

∑
i

[(
δ4φi0

δu4iX

)
+ 6

(
δ4φi0

δu2iXδu
2
iY

)]
(2.19)

ここでX,Y はそれぞれ原子間距離の x,y成分を表しており， δ2φi0

δu2
iX
， δ4φi0

δu4
iX
はそれぞれポテ

ンシャルの x成分の 2次，4次微分を表している．また， δ4φi0

δu2
iXδu2

iY
は，ポテンシャルの x成

分で 2次微分，y成分で 2次微分を表している．以下に kの導出方法を示す．

原子間距離 rを x,y,z成分で表すと，

r =
√
x2 + y2 + z2 (2.20)

である．これを考慮してポテンシャル φ(r)を xで２次微分すると次式が得られる．

δ2φ(r)

δx2
=
δ2φ(r)

δr2
x2

x2 + y2 + z2
− δφ(r)

δr

x2

(x2 + y2 + z2)3/2
+
δφ(r)

δr

1√
x2 + y2 + z2

(2.21)

これで δ2φi0

δu2
iX
の導出は完了であり，ここからは

∑
iの計算を行う．この式に fcc構造の第 1

近接原子 12個，第 2近接原子 6個の相対的な座標をそれぞれ代入し和を取ると fcc構造の

kを得ることができる．

k = 4
δ2φ(a1)

δr2
+

8

a1

δφ(a1)

δr
+ 2

δ2φ(a2)

δr2
+

4

a2

δφ(a2)

δr
(2.22)

ここで，a1は第1近接原子，a2は第2近接原子である．同様の操作で
∑

i

(
δ4φi0

δu4
iX

)
と

∑
i

(
δ4φi0

δu2
iXδu2

iY

)
を計算すると，

∑
i

(
δ4φi0

δu4iX

)
= 2

δ4φ(a1)

δr4
+

12

a1

δ3φ(a1)

δr3
− 6

a21

δ2φ(a1)

δr2
+

6

a31

δφ(a1)

δr

+2
δ4φ(a2)

δr4
+

12

a22

δ2φ(a2)

δr2
− 12

a32

δφ(a2)

δr
(2.23)
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∑
i

(
δ4φi0

δu2iXδu
2
iY

)
=
δ4φ(a1)

δr4
+

2

a1

δ3φ(a1)

δr3
+

3

a21

δ2φ(a1)

δr2
− 3

a31

δφ(a1)

δr

+
4

a2

δ3φ(a2)

δr3
− 6

a22

δ2φ(a2)

δr2
+

6

a32

δφ(a2)

δr
(2.24)

となり，γは

γ =
4

3

δ4φ(a1)

δr4
+

4

a1

δ3φ(a1)

δr3
+

2

a21

δ2φ(a1)

δr2
− 2

a31

δφ(a1)

δr

+
1

3

δ4φ(a2)

δr4
+

4

a2

δ3φ(a2)

δr3
− 4

a22

δ2φ(a2)

δr2
+

4

a32

δφ(a2)

δr
(2.25)

となる．これにより fcc構造での k, γがわかった．2.2節で説明した熱膨張の計算は原子

が直線上に並ぶ線形結合を前提としている．そのため，今回導出した k, γは x方向のみに

注目して微分を行うことにより，線形結合の熱膨張の計算に対応できるようにしている．

また，γには y方向の微分も入っているが，これは fcc構造における第 1近接原子方向の

成分取り入れるために混ぜている．

2.4.2 自由エネルギーの計算

ペアポテンシャルによる fcc構造の自由エネルギーの計算は，線形結合の自由エネルギー

とは計算式が異なる．γ1,γ2を

γ1 =
1

24

∑
i

(
δ4φi0

δu4iX

)
, γ2 =

1

4

∑
i

(
δ4φi0

δu2iXδu
2
iY

)
(2.26)

と定義した時，自由エネルギー ψは次式となる [4, p.516]．

ψ ≈ U0 + ψ0 − 3N

{
θ2

k2

[
γ2x

2 coth2 x− 2γ1
3

(
1 +

x cothx

2

)]
+
2θ3

k4

[
4

3
γ22x coth x

(
1 +

x coth x

2

)
−2(γ21 + 2γ1γ2)

(
1 +

x cothx

2

)
(1 + x cothx)

]}
(2.27)
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φ0 = 3Nθ[x+ log (1− e−2x)] (2.28)

式 (2.16)と同様にU0は原子間相互作用によるポテンシャルエネルギー，ψ0は調和振動に

よる自由エネルギー，第 3項からは非調和振動による自由エネルギーとなる．Nは原子数

であり，3N を全体にかける形になっている．これは k,γが x方向のみをを考慮にいれて

おり，残りの y,z方向の値を加えるためである．
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第3章 計算手法

本章では，Moment法による計算手法，また，比較対象である，Phonon-DOS法，Phonopy

について記述する．

3.1 熱膨張決定のアルゴリズム

2.2節で熱膨張による変位の求め方について述べ，y=y0の時の yが熱膨張による変位だ

とわかった．y0は kと γを介して yに依存する関数であり，yの変化に合わせて y0を変化

することになる．y=y0となる yを決定するアルゴリズムは次のようになる．

1. 平衡原子間距離 a0を定める．

2. 計算者が決定する変位 yに一定の値を足す．

3. a0+yから原子間距離が求まる．

4. 3.の値から k, γを求める．

5. k, γから y0を求める．

6. yが y0を超えるまで 2-5.を繰り返す．

7. yが y0を越えたら，越える前まで戻す．

8. yに足していた一定の値を 10で割り 2.に戻る．

9. 2-8.を繰り返すことにより，y = y0の精度を上げる．

このアルゴリズムを図 3.1に示す．
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図 3.1: 熱膨張による変位決定アルゴリズム．

3.2 ペアポテンシャルによる計算

2.4節でペアポテンシャルを利用した fcc構造での計算方法について記述した．今回使

用した経験的ペアポテンシャルは次式となる．

U(r) =
D

n−m

[
m
(r0
r

)n

− n
(r0
r

)m]
(3.1)

このポテンシャルは Lennart-Jones型であり，rが原子間距離，r0が最安定距離，D,n,m

は原子によって定まるパラメータである．また，a0は計算に用いた平衡原子間距離であ

る．Cu, Ag, Auのパラメータを表 3.1に示す．例としてCuのポテンシャルの概形を図 3.2

に示す．

表 3.1: ポテンシャルのパラメータ．

元素 D[J] n m r0[Å] [a0Å]

Cu 2.8480708×10−20 9.0 5.5 2.5487 2.512666

Ag 2.295742359×10−20 11.5 5.50 2.876 2.846223

Au 3.23278851×10−20 10.5 5.50 2.8751 2.841578
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図 3.2: Cuのポテンシャルの概形．

3.3 VASPの導入

Moment法はペアポテンシャルを前提としているが，VASPでの第一原理計算の結果の

導入を試みる．fcc構造であるCu, Ag, Au, Alのユニットセルの格子を変化させ，それぞ

れの基底状態のエネルギーを求める．そして，フィッティングを行い最近接原子間距離と

エネルギーについてのポテンシャル関数を作る．このポテンシャル関数はVASPによる計

算のため x,y,z全方位を考慮したポテンシャルである．そのため，そのまま 2次微分を k,

4次微分を 6で割ったものを γとして式 (2.15)の y0に入れて計算をしても y0が線形結合を

前提としているため上手く熱膨張を再現できない．今回は fcc構造が等方的であることか

ら，単純にポテンシャルを 3で割り線形結合を表現することにする．自由エネルギーの計

算には式 (2.16)の線形結合の自由エネルギーに k, γを代入し，式 (2.28)と同様に，x, y, z

方向を考慮して 3倍した値を自由エネルギーとする．

3.3.1 VASP（Vienna Ab-initio Simulation Package)

VASP は，密度汎関数法による平面波・擬ポテンシャル法を用いた第一原理計算プロ

グラムパッケージである．本研究ではこのソフトを用いて第一原理計算をおこなった．擬

ポテンシャル法は原子の内殻電子を除いた価電子だけを考慮する方法である．そのため，
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全電子を計算するフルポテンシャル法に比べ比較的高速な計算が可能となる．また，内

殻電子は化学結合や物性に影響を与えることが少ないのため，擬ポテンシャル法であっ

ても十分な精度で計算ができる．本研究の計算にはPAW法 (Projector Augmented Wave

method)を使用した．PAW法は擬ポテンシャル法を採用しながらも，内殻付近の挙動を

比較的精度よく再現することができる計算手法である．VASPの計算条件は入力ファイル

である INCAR, KPOINTSにより決定される．本研究の中で比較をおこなった計算条件

を以下に記す．

ENCUT

Cut-off energyと呼ばれる値である．これは，どれだけ短波長の平面波を使い，波

動関数をより精密に表現するかを決めるパラメータである．入力した値が大きいほ

ど，短波長の平面波を考慮に入れた計算を行うことができる．

KPOINTS

波動関数を k空間で展開する際にどれだけの点をとるか決定することができる．計

算の精度に直接関わるパラメータである．

3.3.2 フィッティング

fcc構造のユニットセルに対して，VASPの構造最適化によって得られた格子定数を 0.95

倍から 1.10倍まで 0.01刻みで変化させエネルギーの計算を行い，得られた 16点に対して

フィッティングをおこなった．図 3.3にCuのフィッティングを示す．今回フィッティング

に使用した関数の n次数までの基本形は次式となる．

U(r) = a0 + a1(r − x0) + a2(r − x0)
2 + · · ·+ an(r − x0)

n (3.2)

ここで，x0はポテンシャルの最安定距離であり，関数全体を x方向に x0だけずらしフィッ

ティング精度を高めている．フィッティングして得られたポテンシャルの 2次，4次微分

を利用することとなるが，4次微分となるとフィッティングの精度の影響を大きく受けて

しまう．また，フィッティング関数の次数もどこまで取れば最適なのか検討する必要があ

る．図 3.4にフィッティングで得られた関数の 4次微分の結果を示す．

16



図 3.3: Cuのフィッティング．

これは，フィッティング関数の次数と VASPの計算精度に関わるパラメータ ENCUT

とKPOINTSによって，4次微分がどのような値をとるか示している．横軸には各元素の

VASPの構造最適化によって得られた最安定距離周辺を取っている．図 3.4(a),(b),(c)は

VASPの計算精度を変えることによって，Cuのフィッティング関数の４次微分にどのよう

に変化するか示している．計算精度を高めることによって値が収束していることがわかる．

また，(d),(e),(f)は (c)と同じ計算条件のAg, Au, Alの結果である．それぞれの結果を見る

とAgを除けば 6次と 7次のフィッティング関数の値がほぼ一致するという結果であった．8

次のフィッティング関数に 7次まででは拾えていない成分がある可能性もあるが，今回は 4

次微分した際に 3次の項まで残れば十分であると判断し 7次のフィッティング関数を用いて

フィッティングを行う．また，VASPでの計算条件はENCUT=1000,KPOINTS=36×36×36

とする．VASPの構造最適化で得られた実際の計算に用いた平衡原子間距離 a0を表 3.2に

示す．7次のフィッティングで得られた 2次微分，4次微分の値を図 3.5に示す．この図は，

各元素の 2次微分と 4次微分のそれぞれ平衡原子間距離 a0からプロットし，値や傾きの

比較が行えるようになっている．

表 3.2: VASPの構造最適化によって得られた平衡原子間距離 a0．

元素 Cu Ag Au Al

a0[Å] 2.571623 2.944229 2.951082 2.856525
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(a) Cu, ENCUT=500, KPOINTS=6×6×6. (b) Cu, ENCUT=750, KPOINTS=12×12×12.

(c) Cu, ENCUT=1000, KPOINTS=36×36×36. (d) Ag, ENCUT=1000, KPOINTS=36×36×36.

(e) Au, ENCUT=1000, KPOINTS=36×36×36. (f) Al, ENCUT=1000, KPOINTS=36×36×36.

図 3.4: 計算精度とフィッティング関数の次数によるポテンシャルの 4次微分の値．nは
フィッティングに使用した関数の次数である．ENCUT, KPOINTSは VASPの計算精度
に関わるパラメータである．
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(a) フィッティングした関数の 2次微分. (b) フィッティングした関数の 4次微分.

図 3.5: 各元素のフィッティングによって得られた関数の 2次微分，4次微分の分布．

3.4 MedeA

データベースと第一原理計算を統合した材料設計支援のためのソフトウェアであり, 構

造の検索,構築,編集,計算,解析までを１つのプラットフォームで行うことができる商用ソ

フトである．MedeAには格子振動に関連する物性を計算するためのツールとしてMedeA-

Phononが搭載されており，擬調和振動子近似に基づき基底状態における Phonon分散曲

線からPhonon状態密度を計算することができ，Phonon-DOS法を用いて自由エネルギー

を算出することができる．本研究ではMoment法の比較対象として，Cu,Ag,Au,Alの熱

膨張と自由エネルギーの計算をおこなった．Phonon-DOS法は熱振動効果を考慮してい

るが熱膨張は取り入れることができず，一定体積における自由エネルギーの計算を行うこ

とになる．そのため熱膨張を見積もるためには計算モデルの格子定数を変化させ，それぞ

れの自由エネルギーを算出し各温度における最安定構造を見つけ出す必要がある．
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3.4.1 Phonon-DOS法

有限温度の効果を取り込んだ自由エネルギーは基底状態における系のトータルエネル

ギーと振動自由エネルギーの総和で表せられ次式で求めることができる [5]．

F (a, T ) = E(a) + kBT

∫ ∞

0

n(ω)

[
2 sinh

(
ℏω

2kBT

)]
dω (3.3)

E(a)は基底状態の系のエネルギー，kBはボルツマン定数，T は温度，ωは Phonon分散

曲線における振動数，n(ω)はPhonon状態密度 (Phonon-DOS),ℏはプランク定数を 2πで

割った値である．右辺第一項は基底状態におけるトータルエネルギー，右辺第二項は振動

自由エネルギーを表している．この式から振動自由エネルギーはPhonon状態密度から見

積もることができ，Phonon状態密度を現実の系に近づけることが計算精度を高めること

に繋がる．

3.5 Phonopy

東後篤史が制作したオープンソースのソフトウェアでありPhonon状態密度や分散曲線，

自由エネルギーなどの様々な有限温度の物性を第一原理計算ソフトと連携することで計算

することができる [6]．Phonopyという名前の由来は，Phonon計算をプラグラミング言語

Pythonで行うことから来ている．CLI(Command Line Interface)であり，Pythonのパッ

ケージ管理システムである pipと condaに対応しており，環境構築も容易に行うことがで

きる．Phonon計算の簡単な流れは次のようになる．

1. Phonopyにより原子を微小移動させたモデルを作成する．

2. そのモデルに第一原理計算を行い，結果から力の定数を取り出す．

3. 力の定数から Phonopyが Phonon計算を行う．

Phonopyは内部エネルギー（基底状態のエネルギー）を考慮に入れた熱膨張を計算す

ることが可能であり，それにより内部エネルギーと熱膨張を考慮に入れた自由エネルギー

を見積もることができる．本研究ではMoment法の比較対象として，Phonopyを用いて，

Cu,Ag,Au,Alの熱膨張，自由エネルギー，内部エネルギーと熱膨張を考慮にいれた自由エ

ネルギーの比較をおこなった．
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3.5.1 計算精度の検討

PhonopyはVASPの計算から力の定数を取り出し Phononを計算するため VASPの計

算結果に大きく依存する．また，Phonon計算時に生じた誤差は温度の上昇とともに増大

するため，高温域の状態を確認したいのであれば計算精度を高める必要がある．計算精度

による熱膨張の変化を図 3.6に示す．図 3.6(a),(b),(c)はPhonopyによるAlの熱膨張の結

果である．VASPの計算精度に関わるパラメータ ENCUTとKPOINTSを変えることに

よって，Phonopyの熱膨張の計算結果がどのように変わるか示している．左側のグラフ

は横軸に体積，縦軸に自由エネルギーを取っており，各温度でフィッティングを行い最安

定の体積を求めている．一番上のフィッティングカーブが 0Kであり，一番下が 1000Kと

100K刻みで計算をしている．中央のグラフは横軸に温度，縦軸に体積をとっており，左

のグラフから得られる各温度での最安定の体積である．．右側のグラフは横軸に温度，縦

軸に体積膨張係数を取っており，中央のグラフの温度微分である．(a),(b),(c)を比較する

と左側のグラフの高温域の点のずれが計算精度を高めることによって小さくなることがわ

かる．このずれがフィッティングによる最安定点の決定に与える影響は大きく，体積膨張

係数を見ればその影響力の大きさがよくわかる．(c)の結果も，よく見ると点が線の中心

からずれているため本来であればもっと計算精度を高めたいところである．しかし，計算

時間の都合もあり本研究の Phonopyの計算条件には ENCUT750,KPOINTS=12×12×12

を使用した．
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(a) ENCUT=500, KPOINTS=6×6×6.

(b) ENCUT=500, KPOINTS=12×12×12.

(c) ENCUT=750, KPOINTS=12×12×12.

図 3.6: VASPの計算精度による PhonopyのAlの熱膨張の計算誤差．
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第4章 計算結果

VASPを導入したMoment法，Lennerd-Jones型経験的ペアポテンシャルを用いた従来

のMoment法，MedeA, Phonopyによる結果の比較を行う．図内のラベルには結果をそれ

ぞれ，MomentVASP, MomentLJ, MedeA, Phonopyと表記しており，今後はこの名称で

扱うことにする．

4.1 熱膨張

熱膨張による最近接原子間距離の温度依存を図 4.1に示す．この結果から得られる線膨

張係数を図 4.2に実験値とともに示す．

MomentLJの 0Kの最近節原子間距離が他の結果と大きな差があるのは使用したペアポ

テンシャルの最安定距離がVASPによる基底状態の最安定距離とずれているためである．

また，高温域で現実的ではない加速的な熱膨張をしており k,γ が負の値を取り計算不可

となり結果が途切れている．MomentLJとMomentVASPを比較すると，後者がMedeA,

Phonopy, 実験値に近い結果を出していることがわかる．MomentLJ，MomentVASPと

もに 100K以下の低温域で現実的ではない熱膨張を示しており 5.1節で原因の検証を行

う．MomentVASPのCu, Ag, Auに着目するとAgの高温域での加速的な熱膨張を除いて

Phonopy, MedeAに劣らず実験値に近い結果が出ている．Phonopy, MedeAのAuの結果

が大きく熱膨張しているのは，格子を大きく伸ばしたAuにおいてPhonon状態密度に負

の値が多く混ざり自由エネルギーが正確に算出できなかったためである．そのため，Au

はPhonon-DOS法では熱膨張を上手く再現できなかったが，Phononとは違うアプローチ

で計算を行うMomentVASPでは実験値に近い熱膨張係数を得ることができている．Alに

関してはMedeA, Phonopyが上手く実験値を再現できているがMomentVASPでは熱膨張

が小さいという結果となった．これらの結果と図 3.5を比べると k, γの傾きが変わらなけ

れば直線的な熱膨張になることがわかる．MomentVASPのAgの高温域における熱膨張
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(a) Cu. (b) Ag.

(c) Au. (d) Al.

図 4.1: 最近接原子間距離の温度依存性．
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(a) Cu. (b) Ag.

(c) Au. (d) Al.

図 4.2: 線膨張係数の温度依存性．
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は γの傾きの変化が他の元素に比べて大きいことが原因である．

4.2 内部エネルギーU0を含まない自由エネルギー

Medea, Phonopyの熱膨張の結果に不安があるため，まずはVASPによる構造最適化に

よって得られる格子定数のもとで一般的な体積一定の熱膨張を考慮していない自由エネ

ルギーとの比較を行う．MedeA, Phonopyによる自由エネルギーはMoment法の自由エネ

ルギー ψと比べると基底状態のエネルギーである内部エネルギーU0を含んでいない．そ

のため ψから U0を消して比較を行う．結果を図 4.3に示す．この結果の 0K,1000Kでの

MedeAと PhonopyのMomentVASPとの自由エネルギーの差を表 4.1,4.2に示す．

表 4.1: 0Kと 1000Kでの自由エネルギーの
差 (MedeA−MomentVASP)．

元素 0K[eV] 1000K[eV]

Cu 0.008754 0.071124

Ag 0.007899 0.041181

Au 0.009313 0.029068

Al -0.018484 0.040140

表 4.2: 0Kと 1000Kでの自由エネルギーの
差 (Phonopy−MomentVASP)．

元素 0K[eV] 1000K[eV]

Cu 0.003605 0.051364

Ag 0.001572 0.075705

Au -0.001176 -0.007870

Al 0.006579 0.064626

MedeA, Phonopyと比べるとMomentLJ, MomentVASPともに傾きが負に大きくなっ

ている傾向がみられる．Moment法は熱膨張させたのちに自由エネルギーの計算をおこ

なっている．すなわち，最安定の自由エネルギーをとっている．そのため，熱膨張を考慮

していないMedeA,Phonopyの結果よりも値が小さくなるというのは妥当な結果だと考え

られる．

4.3 内部エネルギーU0を含んだ自由エネルギー

次にPhonopyによる内部エネルギーU0と熱膨張を考慮に入れた自由エネルギーとMo-

ment法の比較を 4.4に示す．この結果の 0K,1000Kでの PhonopyとMomentVASPとの

自由エネルギーの差を表 4.3に示す．

MomentLJが y方向に大きくずれているのは，ペアポテンシャルとVASPの計算では内

部エネルギーに差があるためである．先ほどの図 4.3の結果と比べると，内部エネルギー
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(a) Cu. (b) Ag.

(c) Au. (d) Al.

図 4.3: 内部エネルギーU0を含まない自由エネルギーの温度依存性．MedeA, Phonopyは
体積一定で計算している．

表 4.3: 0Kと1000KでのU0を考慮に入れた自由エネルギーの差 (Phonopy−MomentVASP)

元素 0K[eV] 1000K[eV]

Cu 0.003348 0.023715

Ag 0.001408 0.017776

Au -0.00124 -0.06791

Al 0.006197 0.031391
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(a) Cu. (b) Ag.

(c) Au. (d) Al.

図 4.4: 内部エネルギーU0を含んだ自由エネルギーの温度依存性．PhonopyはU0と熱膨
張を考慮に入れて計算している．
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と熱膨張を考慮に入れたことによってPhonopyの傾きがMomentVASPに近づいている．

また，表 4.2と 4.3の自由エネルギーの差を見比べると 4元素全ての値の差が小さくなっ

ている．特にCu, AgはAu, Alと比較すると値がよく一致している．これは図 4.1のCu,

Agの熱膨張の結果がAu, Alよりも近い数字を出しているからだと考えられる．この結果

はMomentVASPは熱膨張の効果を取り入れた自由エネルギーの計算を Phonopyと同等

程度に行えていることを示唆している．
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第5章 考察

5.1 低温域の熱膨張について

Moment法の熱膨張の結果は低温域で現実的ではない値を見積もっている．原因を y0

の関数から考える．まず式 (2.15)より y0は

y0 =

√
2γθ2

3k3
A (5.1)

であり，θ = kBT を代入し，

y0 =

√
2γ(kBT )2

3k3
A (5.2)

と書ける．これを変形すると y0は

y0 =

√
2γ

3k3
kB ×

√
A× T (5.3)

このように書くことができる．
√

2γ
3k3
kBは k,γの関数であり原子間距離によって値が定ま

る．Cuのペアポテンシャルの k, γによる，最近接原子間距離と
√

2γ
3k3
kBの関係を図 5.1(a)

に示す．また，
√
Aは k, γ, T の関数であり，簡単な２次元のグラフでは表すことができ

ない．しかし，実際の熱膨張の計算結果に用いられた
√
Aの数値を見れば取り得る値の

範囲がわかり傾向を掴むことができる．それを図 5.1(b)に示す．(a)より
√

2γ
3k3
kBは原子

間距離に対して緩やかなカーブを描きながら増加しており，低温域の急激な熱膨張には影

響していないことがわかる．また，(a)からは，
√
Aは，1Kから 50Kにかけて急激に減

少しており，逆に低温域での熱膨張を抑えていることがわかる．最後に y0の残りの成分

である T に着目すると，単純に 1Kから 100Kの温度変化で y0を 100倍していることにな

り，これは明らかに低温域の急激な熱膨張の原因だとわかる．これらの結果からMoment
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法の低温域での急激な熱膨張は，y0に含まれる T が原因であり，T の増加率，実際の計

算結果から考えると 100K以下の結果は参考にならないと言える．

(a) (b)

図 5.1: y0に含まれる関数の概形．(a)は
√

2γ
3k3
kBは k,γと原子間距離の関係，(a)は実際

の各温度での熱膨張計算で
√
A が取る値を示している．k, γにはCuのペアポテンシャル

を用いた．

5.2 a0を変えた計算結果

熱膨張の計算における 0Kでの原子間距離に着目していく．MomentVASPの計算は最近

接原子間距離の初期値である a0にVASPの構造最適化による最安定距離を使用している．

それに比べMedeA, Phonopyは振動による自由エネルギーを考慮しているため 0Kでの格

子の長さは基底状態とは異なってくる．例えばAlであれば 0KにおけるMomentVASPの

最近接原子間距離は 2.856Å, Phonopyは 2.866Åであり，その差は 0.01Åある．Moment

法は a0の値を変えると k, γを参照する yの値が変わり違う結果を出してくれる．そこで，

MomentVASPの計算に使用していた a0を Phonopyの 0Kの原子間距離に変えることに

よって，結果が改善されるのではないかと考えた．Alによる結果を図 5.2に示す．

図中のラベルModify a0がMomentVASPの a0を Phonopyの 0Kでの最近接原子間距

離に変化させた計算結果である．(a)より，a0をPhonopyと揃えたため 0Kで同じ距離か

ら熱膨張を開始しているが，その後の変化は元のMomentVaspとあまり変わらない結果

となった．(b)の線膨張係数で比較すると若干ではあるがPhonopyと実験値に近づいてい
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(a) 最近接原子間距離と温度の依存性 (b) 線膨張係数と温度の依存性.

(c) U0を含まない自由エネルギーの温度依存性. (d) U0を含んだ自由エネルギーの温度依存性.

図 5.2: AlのMomentVASPの a0をPhonopyの 0Kでの最近接原子間距離に変えることに
よる計算結果の変化．
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ることがわかる．自由エネルギーの比較では (c),(d)ともにModify a0の値はPhonopyか

ら遠ざかる方に変化している．また，1000Kでの最近接原子間距離の差は強引ではある

が小さくなっているにも関わらず，自由エネルギーの値の差は小さくならなかった．よっ

て，0Kの最近節原子間距離をPhonopyと揃えるという試みは熱膨張係数のみ若干である

が改善されるという結果となった．
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第6章 総括

本研究では，経験的ペアポテンシャルでの計算を前提としているMoment法にVASPに

よる第一原理計算の結果の導入を試みた．計算は対称性に優れており等方的な格子を持つ

fcc構造金属であるCu, Ag, Au, Alを対象とした．Moment法の熱膨張の計算原理は線形

結合を前提としている．従来のペアポテンシャルの計算では原子を fcc構造で配置させそ

れぞれの原子に対して，x方向の２次，４次微分の総和をとることで線形結合に対応して

いた．それに対して VASPでの導入ではそれぞれの元素のユニットセルを格子の長さを

変化させ第一原理計算を行い，結果からフィッティングにより関数を作る．フィッティン

グにより得られたポテンシャル関数は 3次元での計算結果であり，線形結合の熱膨張に対

応させなければいけない．そこで今回は fcc構造は等方性に優れているという点から 3で

割ることによって線形結合への対応を試みた．これにより得られた計算に必要なパラメー

タ k, γを用いて熱膨張，自由エネルギーの計算をした．計算の信頼性を確かめるために，

従来のペアポテンシャルを利用したMoment法，MedeA，PhonopyによるPhonon-DOS

法との比較をおこなった．

結果をまとめると以下のようになる．

• VASPを導入したMoment法は従来のペアポテンシャルのMoment法よりも，全て

の計算でMedeA, Phonopy, 実験値に近い値をだした．

• Auの熱膨張はMedea, PhonopyではPhonon状態密度に負の値が混じり上手く再現

できなかった．しかし，Phononとは違うアプローチで計算をするVASPを導入し

たMoment法では実験に近い数値を出すことができた．

• Alにおける熱膨張は，Phonopy, MedeAではよく再現することができている．しか

し，VASPを導入したMoment法では熱膨張が小さいという結果になった．

• 内部エネルギーと熱膨張を考慮に入れたPhonopyの自由エネルギーの結果と比較す
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ると，Cu, Agは比較的一致を見せた，Au, Alにおいては熱膨張に差があることも

あり異なるカーブを描いた．

以上の結果より，VASPを導入したMoment法はある程度信頼できるということがわかった．

今後の課題としては，

• 今回は fcc構造の等方性に注目し線形結合に対応するためにポテンシャルを 3で割

るという手法を試みた．これに対して，もっと良い手法がないか検討する．

• 今回の計算にはポテンシャルをフィッティングする際に 7次の項まで利用したが，拾

えていない成分が残っているかもしれない．そのため，フィッティング精度を高め

てさらに高次の項まで取り込んだ計算を行えば違う結果が得られる可能性がある．

• 等方的ではない hcp構造での実装はどうするのか，a軸，c軸方向のポテンシャル

は作ることができるが，それらからどのように実装するか考える必要がある．また，

それにより負の膨張率の再現することができるか検証が必要である．

• y0を近似によって求めているがもっと良い近似法がないか検証する．

以上が挙げられる．
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