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定性空間表現のCoqによる形式化
およびその平面性の証明

後藤瑞貴1 森口草介1 高橋　和子1

概要：定性空間表現 PLCAを証明支援系 Coqを用いて帰納的に定義することでモデル化し，このモデル
が平面性を満たす PLCAの集合と一致していることを証明する．PLCAは，空間データに対して，それを
構成する点 (Point)，線 (Line)，閉路 (Circuit)，範囲 (Area)というオブジェクトを用い，それらの包含関係
によって表現する手法である. この表現は座標データを用いずに領域同士の接続関係を定性的に表すもの
で，空間データ上に関して焦点をしぼった推論ができる．推論の妥当性を保証するためには，PLCAと空間
データの対応関係を証明する必要があるが，与えられた PLCA表現が 2次元平面に埋め込めるための条件
は示されているものの，平面性条件を満たす PLCAの集合を帰納的に構築する方法については議論されて
いない．本発表では，まず，3つの構成子を用いて PLCAを帰納的に定義し，その等価性を定義する．そ
して，このようにして構築されたモデルが平面性条件を満たすことを Coqで証明する．証明は，帰納法に
基づき，各構成子に対して場合分けして行う．一方，平面性条件を満たす PLCAが帰納的 PLCAとして構
築できることを，範囲の数に関する帰納法を使って証明する．証明では，範囲の数を増やした時の PLCA
の型を平面性条件から得られるものと一致させる必要があり，帰納の仮定となる PLCAを適切に設定する
ことで証明の道筋を得ることができた．

Formalization of a Qualitative Spatial Representation and
the Proof for its Planarity Using Coq

Mizuki Goto1 SosukeMoriguchi1 Kazuko Takahashi1

Abstract: We give a model to a qualitative spatial representation PLCA by formalizing it inductively using a proof
assistant Coq, and prove that such a model coincides with the planar PLCA. PLCA provides a symbolic expression of
spatial entities and allows reasoning on this expression. To justify the reasoning, we should prove the correspondence
between PLCA expression and spatial data; for a given PLCA expression, the conditions for planarity have been shown,
but the construction of such a PLCA expression has not been discussed.In this presentation, we give an inducive defni-
tion to PLCA with three constructors and also its equivalence relation. We then prove that the obtained model satisfes
the conditions for planarity using Coq. The proof is based on induction and using case split on each constructor. On
the other hand, we prove that a planar PLCA expression can be constructed as an inductive PLCA, using an induction
on the number of areas. In the proof, we should match the type of PLCA of the successive number of the areas with
that obtained by the conditions for planarity. We have obtained the route of the proof by taking appropriate PLCA as
an induction hypothesis.

1. はじめに

画像や特に 3次元を取り扱うシステムには頂点の座標を
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記憶し，図形をポリゴンとして表現する方法が実装される

ことが多い．しかし，目的によっては厳密な数値データは

必要ではなく，注目する側面だけについて定性的に表現さ

れていれば，十分なことも多い．例えば，画像からオブジェ

クトの領域を取得したときに，領域同士が接している，重
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なっている，もしくは内包していると区別するだけで図形

同士の位置関係を定性的に推論することも可能である．図

形の特徴を定性的に記述し，ほしい情報を推論によって求

める方法は定性空間推論とよばれ [1][2][3]，少ないデータ

量や計算量で空間データを認識したり推論したりする人工

知能システムへの応用が期待されている．例えば，カメラ

から取得した画像から図形を認識し，画像に写っていない

領域を推論することで立体的な地形のマッピングができる．

これまでに提案されている定性空間推論システムは多くが

表現力に着目したもので，推論の妥当性に着目したものは

ほとんどない．これらのシステムでは，オブジェクト同士

の関係の集合から新しい関係を導出することを推論として

いるものがほとんどであり，初期の研究で自動証明器を補

助的に使ってこの推論の正しさを検証した事例がある [4]．

しかし，提案された体系を実装したり推論の妥当性を機械

的に証明した研究は著者らが知る限りではこの他には存在

しない．定性空間推論システムを実装したときにエラーが

ないことが望ましいが，証明が机上である以上ヒューマン

エラーが存在する可能性がある．ヒューマンエラーを排除

する方法として，コンピュータ上で形式的証明をするツー

ルを用いて数学的に厳密な証明を作ることが考えられる．

コンピュータ上で形式的証明をするツールとしてよく使

われるのが定理証明器である．定理証明器は証明支援系と

も呼ばれ，人間が行う証明を手助けするツールである．こ

のツールはコンピュータ上で実行するため，机上ではでき

ないような大量の場合分けを証明したり，人間の勝手な

思いこみをなくすことができ，厳密で信頼性の高い証明

を作ることができる．その代表的なツールとして Coq[5]，

Isabelle/HOL[6]，PVS[7]，ACL2[8]，Agda[9]などがあり，

様々なシステムの検証に利用されている．本研究で用いる

Coqは対話的に証明を進めるツールであり，直観主義に基

づいている．Coqは四色定理，奇数位数定理，シャノンの

定理などの数学的問題に形式的な証明を与えるのに成功し

ているだけでなく，Cコンパイラの検証など実用的な問題

にも応用されている [10][11]．

本研究では定性空間表現の 1つである PLCA表現 [12]を

Coqを使って形式化し，その性質を証明する．PLCA表現

は点 (Point)，線 (Line)，閉路 (Circuit)，範囲 (Area)の 4つ

のオブジェクトで定性的に図形を表現する．本研究では，

PLCAを証明可能なモデルにするため，PLCAを帰納的に

定義する．帰納的な PLCAはベースケースとなる単純な表

現から始まり，2つの操作のいずれかを施すことによって

作られるものである．このように定義した帰納的な PLCA

が平面性を満たすこと，すなわちある条件を満たす 2次元

平面上の図形が存在することと，逆に，ある条件を満たす

平面図形は帰納的に定義した PLCAのクラスに属すること

を証明する．その際に，オブジェクト同士の同値類の定義，

同値なものに対する包含関係の判定の定義，さらに，PLCA

表現の等価性についても定義する必要があることがわかっ

た．これについては，机上の証明では特に記述することな

く対処していた部分であり，今回の形式化で厳密に定義し

た．平面性の証明では，順方向については Coqによる証明

が完了し，逆方向については証明の戦略を与えた．同値性

や等価性に関する性質も含めて証明はすべて帰納法に基づ

くものになっている．

本論文は以下のように構成される．第 2章で PLCAの定

義とその平面性について示し，第 3章で，Coqで行ったモ

デル化および構成的に PLCAを作成する方法について説明

する．第 4章で，帰納的に定義した PLCAに平面性の証明

を与え，第 5章で証明を行ったときの問題点について議論

する．最後に結論を述べる．

2. PLCA

2.1 定性空間表現

定性空間表現は，空間データに対して，数値を用いて定

量的に表現せず，空間オブジェクト同士の相対的位置関係

やサイズ，方向などの定性的な情報をとらえ，それらを記

号表現する手法である [1][2][3]．そこから推論によって，

ほしい情報を取り出す枠組みが定性空間推論と呼ばれる．

定性空間表現では，1つの記号表現に対応する図形は複数

個存在する．例えば，「2つの図形が接している」という表

現に対して，サイズ，形，接続方法などを無視すれば様々

な図形を描くことができる．

実際に図形を用いて説明すると，2つの図形が交わって

いる，接している，離れている，という関係だけを区別し

たい場合，図 1の 3つの図形と図 2の図形はすべて「接し

ている」として同一視される．しかし，点で接しているか

線で接しているかまで区別すると図 1の 3つの図形は同一

でも，これらと図 2の図形は異なるものと見なされる．

図 1 線で接している図形の例

図 2 点で接している図形の例
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2.2 PLCAの対象とする図形
PLCA表現は領域同士の接続関係に着目した定性空間表

現であり，Point，Line，Circuit，Areaという 4種類のオブ

ジェクトを用いてオブジェクト同士の関係で図形を表現す

るものである [12] *1．

対象とする図形は，有限範囲に描かれたもので，領域は

互いに交わりを持たず，孤立した点や閉曲線でない線は許

さないという制約条件をもつものである．PLCA表現は記

号表現なので，一般的に空間図形を対象としているが，2

次元平面上の図形を対象とした場合は，平面分割 (図 3)と

図形埋め込み (図 4)によって生成できる図形ととらえるこ

とができる．

図 3 平面分割

図 4 図形埋め込み

2.3 オブジェクト

PLCAの 4つのオブジェクトは以下の通りである．

Point
Pointとは点であり，プリミティブなオブジェクトで

ある．Pointは名前によって区別され，記号表現は名

前しか持たない．

Line
Lineとは線である． 2つの Pointを結ぶ線を表す．Line

の記号表現は 2つの Pointのタプルである．なお，こ

の 2つの Pointは同じ Pointでもかまわない．

Line l = (p1, p2)

これは Line lが p1 と p2 を結んでいることを表してい

る．また，+，−を用いることで，有向線を表すことが
できる．

l+ = (p1, p2)

l− = (p2, p1)

Circuit
Circuitとは閉路である．環状に並んだ Lineのリスト

で表された閉路を表す．Circuitの記号表現は長さ 1以

上の Lineのリストで，以下の制約条件を満たすもので
*1 PLCA という名前はオブジェクトの頭文字を並べたものである．

ある．

Circuit c = [(p1, p2), (p2, p3), (p3, p4),

. . . , (pi, pi+1), (pi+1, pi+2), . . . , (pn, p1)]

リストの長さを nとすると，任意の i (1 ≤ i ≤ n − 1)に

対してリストの第 i要素の 2番目と第 i+ 1要素の 1番

目が一致し，第 n要素の 2番目と第 1要素の 1番目が

一致する．

Circuitは始点位置を変えても同じ Circuitを表す．以

下の Circuit c′ を考える．

Circuit c′ = [(p′1, p
′
2), (p′2, p

′
3), (p′3, p

′
4),

. . . , (p′i , p
′
i+1), (p′i+1, p

′
i+2), . . . , (p′n, p

′
1)]

Circuit c, c′ における任意の i (1 ≤ i ≤ n − 1)に対して

Pi = p′i+ j mod n(1 ≤ j ≤ n − 1)を満たすとき cと c′ は同

一のものと見なす．

また，1つの閉曲線に対して右回りと左回りの Circuit

を対応させることができ，その閉曲線の外側と内側を

それぞれの Circuitによって区別することができる．

図 5 外側の Circuit と内側の Circuit

図 5の場合，右回りの矢印が外側の Circuitに対応し，

左回りの矢印が内側の Circuitに対応している．

Area
Areaとは範囲である．Circuitによって区切られた空

間を表す．Areaの記号表現はその空間の中に入ってい

る Circuitの集合である．ただし，その集合は少なくと

も 1つの Circuitを含み，同じ Areaに属する任意の 2

つの Circuitは Pointでも Lineでも接していない．

Area a1 = {c2, c3}

Area a2 = {c4}

図 6の Areaの記号表現

図 6を記号で表現すると，a1 が c2 と c3 を含む集合で

構成され，a2 が c4 のみの集合で構成される．

Point 接続と Line 接続をそれぞれ以下のように定義

する．
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図 6 Area の例

(Point接続) pc(c1, c2) = ∃p ∈ P ∃l1, l2 ∈ L(p ∈
l1 ∧ p ∈ l2 ∧ l1 ∈ c1 ∧ l2 ∈ c2)

(Line接続) lc(c1, c2) = ∃l ∈ L(l ∈ c1 ∧ l ∈ c2)

なお，p ∈ l1とは pが l1の構成要素であることを示す．

また同様に，l1 ∈ c1 は l1 が c1 のリストの中に含まれ

ていることを表す．すると，Circuitが Pointでも Line

でも接していないことを以下のように表現できる．

¬pc(c1, c2) ∧ ¬lc(c1, c2) (1)

outermost
outermostとは図形の一番外側に相当する Circuitを表

す．(図 7)

図 7 outermost の例

2.4 PLCA表現
2.3節で示されるような制約条件のある Point, Line, Cir-

cuit, Areaの各集合 P，L，C，Aと，outermostの 5つのタ

プル

E = ⟨P, L,C, A, outermost⟩ (2)

を PLCA表現と呼ぶ．
図 8に対応する PLCA表現は以下のようになる．

図 8 図形とオブジェクトの対応

E = ⟨P, L,C, A, outermost⟩

P = {p1, p2, p3, p4, p5}

L = {l1, l2, l3, l4, l5}

C = {c1, c2, c3, c4}

A = {a1, a2}

l1 = (p1, p2) c1 = [l+1 , l
+
2 , l
+
3 , l
+
4 ] a1 = {c2, c3}

l2 = (p2, p3) c2 = [l−1 , l
−
4 , l
−
3 , l
−
2 ] a2 = {c4}

l3 = (p3, p4) c3 = [l+5 ]

l4 = (p4, P1) c4 = [l−5 ]

l5 = (p5, p5)

2.5 Consistency
Consistencyとはある PLCA表現 E が 2.2節で述べたよ

うな対象とする図形になっているかどうか判定するための

条件である．(2)式の P，L，C，Aにはそれぞれの要素間

に関係性がないため，例えば，Lに含まれている Line lが

あったとき，それを構成する Pointが集合 Pに存在しない

ことがある．Consistencyの条件を用いることで，このよう

なものを避ける．PLCA表現 E = ⟨P, L,C, A, outermost⟩が
以下の (3)式から (12)式までを満たすとき，E を無矛盾な

PLCAといい，Consistency(E)と記述する．

P-L Consistency
これは Pointと Lineの間に矛盾がないことを示す条件

であり，孤立した Pointを許さないという制約条件に

対応する．Line lが Point pを含むとは，lを構成する

ものの中に pが含まれていることである．

∀p ∈ P∃l ∈ L(p ∈ l) (3)

任意の Point pに対して，集合 Lに含まれる Lineの中

に pを含むようなものが存在する．

∀l ∈ L∀p ∈ l(p ∈ P) (4)

任意の Lineに対して，それを構成する Point全てが集

合 Pに含まれる．

L-C Consistency
これは Lineと Circuitの間に矛盾がないことを示す条
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件であり，平面分割になっていない線や孤立した線な

どを許さないという制約条件に対応する．Circuit cが

Line lを含むとは，cを構成する Lineのリストが lが

含むことである．

∀l ∈ L∃c ∈ C(l ∈ c) (5)

任意の Line lに対して，集合 C に含まれる Circuitの

中に lを含むようなものが存在する．

∀c ∈ C∀l ∈ c(l ∈ L) (6)

任意の Circuitに対して，それを構成する Line全てが

集合 Lに含まれる．

∀l ∈ L∀c1, c2 ∈ C(l ∈ c1 ∧ l ∈ c2⇒ c1 = c2) (7)

ある Lineを含む Circuitが 2つあった場合，それらは

同じ Circuitである．つまり，ある Lineを含む Circuit

は必ず 1つである．

C-A Consistency
これは Circuitと Areaの間に矛盾がないことを示す条

件であり，図形埋め込みになっていない CircuitとArea

の関係を許さないという制約条件に対応する．Area a

が Circuit cを含むとは，aを構成する Circuitの集合が

cを含むことである．

∀c ∈ C∃a ∈ A(c , outermost ⇒ c ∈ a) (8)

outermost以外のあらゆる Circuit cに対して，集合 A

に含まれる Area中に cを含むものが存在する．

∀a ∈ A∀c ∈ a(c ∈ C) (9)

任意の Areaに対して，それを構成する Circuit全てが

集合 C に含まれる．

∀c ∈ C∀a1, a2 ∈ A

((c , outermost ∧ c ∈ a1 ∧ c ∈ a2)

⇒ a1 = a2) (10)

outermost以外のある Circuitを含むAreaが 2つあった

場合，それらは同じAreaである．つまり，ある Circuit

を含む Areaは必ず 1つである．

outermost Consistency
これは (2)式の 5つ目の要素である outermost と各集

合の関係を表した条件である．

outermost ∈ C (11)

集合 C は outermostを含む．

∀a ∈ A(outermost < a) (12)

集合 Aが含むあらゆる Areaは outermostを含まない．

2.6 PLCAの平面性
PLCA表現が 2次元平面上に描画できるとき，その PLCA

表現は平面的であるという．ある PLCA表現が平面的かど

うかを判定するための条件が高橋らの研究 [13]によって明

らかになっている．その条件は 3つあり，1つは 2.5節で

述べた無矛盾性である．以下では残る 2つの条件について

説明する．

2.6.1 PLCAconnected
ある PLCA表現が PLCAconnectedであるとは，その中

に出現する任意の 2つのオブジェクトが，別のオブジェク

トを通じて繋がっていることを表す．すなわち，オブジェ

クト同士が切り離されたり，孤立していないことを表す．

具体的には以下のような述語を用いて定義される．

(d-pcon) PLCA 表現 E = ⟨P, L,C, A, outermost⟩ のオブ
ジェクトのペアを引数に取る述語 d-conを以下のように定

義する．

1 d-pcon(p, l)⇔ p ∈ l

2 d-pcon(l, c)⇔ l ∈ c

3 d-pcon(c, a)⇔ c ∈ a

(pcon) PLCA表現のオブジェクト α, β, γが与えられた

とき，以下の３つの性質を満たすような関係を述語 pcon

と定義する．

1 d-pcon(α, β)⇒ pcon(α, β)

2 pcon(α, β)⇒ pcon(β, α)

3 pcon(α, β)∧ pcon(β, γ)⇒ pcon(α, γ)

PLCA表現 E = ⟨P, L,C, A, outermost⟩に対して

∀o1, o2 ∈ P ∪ L ∪C ∪ A pcon(o1, o2)

を満たすときその E を PLCAconnected といい，
PLCAconnected(E)と記述する．

図 8 を例にとると，o1 = p1 と o2 = p5 の場合，以下

の推論により，pcon(p1, p5) が成り立つ．p1 ∈ l4 なので，

d-pconの 1番目の定義により，d-pcon(p1, l4)が成り立つ．

すると，pcon の 1 番目の定義により pcon(p1, l4) が成り

立つ．また，l4 ∈ c2 なので，d-pconの 2番目の定義より

d-pcon(l4, c2)が成り立つ．すると，pcon の 1番目の定義

より pcon(l4, c2)が成り立つ．したがって，pconの 3番目

の定義より pcon(p1, c2)が成り立つ．同様に，pcon(c2, a1)，

pcon(a1, c3)，pcon(c3, l5)，pcon(l5, p5)も成り立つことから，

pcon(p1, p5)が成り立つ．

2.6.2 PLCAeuler
PLCA表現 E = ⟨P, L,C, A, outermost⟩は

5
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|P| − |L| − |C| + 2 ∗ |A| = 0 (13)

を満たすとき，E は PLCAeuler であるといい，
PLCAeuler(E)と記述する．

2.6.3 PLCAの平面性定理
PLCA において以下の平面性に関する定理が成り立

つ [13]．

(定理 1) あるPLCA表現がConsistencyを満たし，PLCA-

connectedであるとき，それが PLCAeulerである時かつそ

の時に限り，その PLCAは平面的である．

本研究では新たな PLCA のクラスを提案する．それは

基礎となる図形から始まり，2つの操作によって得られる

PLCAであり，帰納的 PLCAと呼ばれる．次章以降は，こ

の帰納的 PLCAを Coq上で定義することで，このクラスが

平面である PLCAと一致することを示すのが目標である．

定理 1 から平面である PLCA は，Consistency，PLCA-

connected，PLCAeulerを満たすことと同値なので，帰納的

PLCAがこの 3つの条件を満たし，逆にこの 3つの条件を

満たすものは帰納的 PLCAとなることを証明する．この 3

つの条件を PLCAの平面性条件と呼び，これらを満たす
PLCAを平面的 PLCAと呼ぶ.

3. 形式化

PLCA表現を Coqを使って形式化する．以降は Coq上

のコードを記載する．

3.1 概要

まず，Point，Line，Circuit，Areaというオブジェクトを

定義し，これらの同値類を定義する．集合はリストで実装

するため，そのリストが重複する要素を含まないという条

件が必要になる．また，Point以外のオブジェクトの上で

同値類を定義する必要がある．Lineの向きを反転させたも

のや，Circuitの始点位置を変えただけのもの，Areaが持つ

Circuitの始点位置を変えただけのものなどはオブジェクト

としては同値と見なさなければならない．例えば，Circuit

の集合に互いに同値なものが含まれていると，これらは要

素として二重にカウントされてしまい，PLCAeulerで集合

の要素数をカウントする際に問題になるからである．こう

いった問題を避けるために Point以外のオブジェクトに対

してその同値類を定義し，あるオブジェクトに対してそれ

と同値な要素が対象となる集合に含まれているか否かを判

定する述語をオブジェクトごとに定義する．これらは，机

上の証明だと証明者が認識して暗黙のうちに対処している

ものであるが，計算機上でモデルを作成する場合には陽に

記述する必要がある．同値関係にあるオブジェクトを同一

と見なした上で，2つの PLCA表現の等価性を定義する．

次に，与えられた Point，Line，Circuit，Areaの各集合お

よび outermostに対して制約条件 Constraints，Consistency，

PLCAconnected，PLCAeulerを定義し，平面的 PLCAを定

義する．

最後に，構成子を用いて PLCAを帰納的に構築する．こ

の定義では，Point，Line，Circuit，Areaを順番に生成する

のではなく，ある PLCA表現に対して Areaを 1つ加える

構成子を適用することで Areaの数が 1つ増えた PLCA表

現を生成する．Areaを増やすことでそれに付随する他のオ

ブジェクトの数も増える．

3.2 オブジェクト

2.3節で示した４つのオブジェクトについて示す．

3.2.1 Point

Definition Point := nat.

Pointは互いに区別できるものであればよいため,自然数

の構造を利用した．

3.2.2 Line

Definition Line := Point * Point

Lineは２つの Pointの組になるよう定義した．この定義

では 1 つ目と 2 つ目の要素の位置を区別するため，この

Lineの定義は有向線を表している．したがって，逆向きの

有向線は reverseを用いて表す．

Definition reverse(l : Line) : Line :=

(snd l, fst l).

fst，sndとはそれぞれ，組から 1つ目の要素，2つ目の

要素をそれぞれ取り出す関数である．これにより，任意の

有向線を表すことができる．

また，この Lineを無向線として扱いたいときは以下の定

義を用いる．

Inductive eq_ul : Line -> Line -> Prop :=

| ul_refl : forall(l : Line), eq_ul l

l

| reverse_ul :

forall(l1 l2 : Line),

reverse l1 = l2 -> eq_ul l1 l2.

eq_ulは Lineの同値関係を表す述語である．引数に取っ

た 2つの Lineが無向線として等しいことを表す．次に Line

とそのリストの包含関係 LInを定義する．まずその前に，

要素とリストの一般的な包含関係 EqInを定義する．

Fixpoint EqIn

(A : Type)(EQ : A -> A -> Prop)

(a : A)(l : list A) :=

match l with

| nil => False

| a’ :: l’ => EQ a a’ \/ EqIn a l’

end.

6
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EqIn とはある同値類 EQを引数に取ることで EQにおいて

lが aを含むという述語である．これを使って Lineの包含

関係の述語 LInを定義する．

Definition LIn (l : Line)(L : list Line):

=

EqIn eq_ul l L.

LInは EqInに Lineの同値類 eq_ulを引数に代入すること

で Lineとそのリストの包含関係を表している．

最後に，ある Lineがある Pointの構成要素であるという

述語を定義する．

Definition InPL (p : Point)(l : Line) :=

fst l = p \/ snd l = p.

これはある Lineがある Pointを含むことを表す．

3.2.3 Line-constraints
Lineを構成する 2つの Pointが同一だった場合，以下の

ような不都合が生じる．

図 9 Line を区別できない図形

Line l1 = (p, p)

Line l2 = (p, p)

図 9の Lineの記号表現

図 9のような例を考える．この図には l1と l2に囲まれる

Areaがあるので，l1 と l2 を区別しなければならない．し

かし，Lineを構成する 2つの Pointが同一のものだとその

2つの Lineが同じ組の構造を表すことになり，これらを区

別することができない．したがって，Lineを構成する 2つ

の Pointは同一でないという制約条件を付け加えることで

この問題を回避した．制約条件を以下のように定義する．

Definition Line_constraint(l : Line) :=

(fst l) <> (snd l).

3.2.4 Circuit
Circuitの定義は以下の通りである．

Definition Circuit := list Line.

ただし，Circuitが環状構造であるため，制約条件が必要

となる．制約条件は環状構造になっていることと，リスト

の長さが 3以上であることである．

3.2.5 Circuit-constraints
環状構造を表現するため，Trailという述語を用意する．

Inductive trail :

Point -> Point -> list Point ->

list Line -> Prop :=

| nil_trail :

forall(p : Point), trail p p (p::nil) nil

| step_trail :

forall(p1 p2 p3 : Point)(pl : list Point)

(ll : list Line),

trail p2 p1 pl ll

-> p3 <> p2

-> ˜LIn (p3, p2) ll

-> trail p3 p1 (p3::pl) ((p3, p2)::ll).

Trailは引数は左から順番に，始点，終点，いままで通っ

た Pointのリスト，いままで通った Lineのリストになって

いる．これはグラフ理論におけるトレイルに相当するもの

を表し，Lineは重複しないが，Pointは重複してもよい．1

つの Pointからなるトレイルから始まり，Lineを 1つずつ

付け加えていくことで，任意の長さのトレイルを作ること

ができる．

次に，Circuitの長さについての制約条件を考える．Line-

constraintsから長さは 2以上であるが，長さ 2の Circuitの

場合は以下のような図形で問題が生じる．

図 10 長さ 2 の Circuit で問題が生じる図形

Circuit c1 = [l+1 , l
+
2 ]

Circuit c2 = [l−1 , l
−
2 ]

図 10の Circuitの記号表現

この図では，Line l1 と Line l2 は有向線としては異なっ

ていても，無向線としては同じ線になってしまうため，

Circuit c1, c2 が Trailの性質を満たさず，さらに集合 Lが

重複する要素を持つことになる．したがって，任意の 2つ

の Pointに対して，それらを繋げる Lineは高々 1つとし，

Circuitのリストの長さを 3以上とした．これらによって，

Circuitの制約条件を以下のように記述することができる．

7
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Definition Circuit_constraints

(c : Circuit) :=

(exists x : Point, exists pl : list Point

,

trail x x pl c)

/\ 3 <= length c.

したがって，Coqによる形式化では曲線は現れないと考

えてよい．また，構成する点の数が異なる Circuitは異なる

ものとして扱われる．

lengthはリストを受け取ってその長さを返す関数である．

Circuitは回転したものも同じCircuitとして取り扱う．し

たがって，Circuitの同値類を定義する必要がある．Circuit

における回転とはリストの先頭要素を最後尾に移動する操

作を複数回繰り返して，各要素をずらすことである．

Inductive Rot : list A -> list A ->

Prop :=

| rotSame : forall (l : list A), Rot l l

| rotNext :

forall (l l’ : list A) (a : A),

Rot l (a :: l’) -> Rot l (l’ ++ [a]).

これは 2つの Circuitが回転させると一致する関係にあ

ることを表す述語である．これを用いて，Circuitの包含関

係も定義する．

Definition RIn

(c : Circuit)(C : list Circuit) :=

EqIn Rot c C.

3.2.6 Area
Areaの定義は以下の通りである．

Definition Area := list Circuit.

これに Areaに対する制約条件を追加する．

3.2.7 Area-constraints
まず，(1)式の Point接続と Line接続を Coqで定義する．

Definition point_connect

(c1 c2 : Circuit) :=

exists l1 : Line, exists l2 : Line,

exists p : Point,

In l1 c1 /\ In l2 c2 /\

InPL p l1 /\ InPL p l2.

Definition line_connect

(c1 c2 : Circuit) :=

exists l : Line,

In l c1 /\ In (reverse l) c2.

これらを用いて，Area_constraintsを定義する．

Definition Area_constraints(a : Area) :=

(forall(c1 c2 : Circuit),

In c1 a -> In c2 a -> c1 <> c2

-> ˜point_connect c1 c2 /\

˜line_connect c1 c2)

/\

(forall(c : Circuit),

˜RIn c (set_remove eq_circuit_dec c a))

/\

1 <= length a.

これは 3つの論理式が論理積によって結合している形を

している．そのうち左から 1番目の論理式は Area内の任

意の 2つの Circuitが Pointまたは Lineで接続していないこ

とを表しており，2番目の論理式は Areaに含まれる Circuit

に重複する要素がないことを表している．最後の論理式は

Areaが最低でも 1つの Circuitを含むことを表している．

なお，Circuit に対して同値類を定義しているため，重

複する要素を含まないことを，任意の要素をリストから

削除するとその残ったリストは削除した要素の同値類を

含まないと定義した．eq_circuit_decは，2つの引数が

それらが定義されている集合の上で同値かどうかを判定

する述語である．ただし，Coqは直観主義論理に基づくた

め，一般的にこのような述語が決定可能だという保証がな

い．したがって，まず，この述語の決定可能性を証明した．

set_removeはリストの中から同値な要素のペアを見つけ

て，その中の 1つだけを削除したリストを返す関数である．

次に，Areaの上での同値類を定義する．

Inductive eq_area : Area -> Area -> Prop

:=

| permute_area :

forall(a1 a2 : Area),

Permutation a1 a2 -> eq_area a1 a2

| rotate_c_area :

forall(a : Area)(c1 c2 : Circuit),

Rot c1 c2 -> eq_area (c1::a) (c2::a)

| trans_area :

forall(a1 a2 a3 : Area),

eq_area a1 a2 -> eq_area a2 a3

-> eq_area a1 a3.

permute_areaはリストの要素の入れ替えをした Areaは

同値であるというものである．rotate_c_areaは Areaの

中のある Circuitを回転すると一致する関係にある 2つの

Areaが同値であるというものである．trans_areaは推移

的であることを表している．

最後に，Areaの要素とリストの包含関係を定義する．

Definition AIn(a : Area)(A : list Area) :

=

EqIn eq_area a A.

8
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3.3 Constraints
2.3 節で定義した PLCA 表現の制約条件の部分を Con-

straintsとして Coqで定義した．

Definition Lconstraint(L : list Line) :=

forall(l : Line), LIn l L ->

Line_constraint l.

Definition Cconstraint(C : list Circuit)

:=

forall(c : Circuit), In c C ->

Circuit_constraints c.

Definition Aconstraint(A : list Area) :=

forall(a : Area), In a A ->

Area_constraints a.

こ れ を 用 い て ，PLCA 表 現 の Constraints を

PLCAconstraintsと定義する．

Definition PLCAconstraints

(L : list Line)(C : list Circuit)

(A : list Area)(o : Circuit) :=

Lconstraint L /\ Cconstraint C /\

Aconstraint A /\ Circuit_constraints o.

最後の Circuit_constraints oは outermostが Circuit-

constraintsを満たすことを表している．

3.4 PLCAequivalence
PLCA 表 現 E = ⟨P, L,C, A, outermost⟩, E′ =

⟨P′, L′,C′, A′, outermost′⟩ が与えられたとき，これら
が以下の 6 つの条件のいずれかを満たすとき，E, E′ が

PLCA等価であるといい，PLCAequivalence(E, E′)と記述

する *2．PLCA等価は以下の 6つの構成子を使って帰納的

に定義される．

なお，ここで用いられる permutationとは 2つのリスト

に対して，片方の要素を並び替えるともう片方のリストに

一致するような関係を意味している．

permutePLCA
各リストが permutation の関係にある PLCA は元の

PLCAと PLCA等価である．

reverseLine
Lの先頭要素の Lineに reverseを適用した PLCAは元

の PLCAと PLCA等価である．

permuteArea
Aの先頭要素の Areaを permutationの関係にある Area

に置き換えたものを持つ PLCAは元の PLCAと PLCA

等価である．

*2 E，E′ は PLCA 表現なので，その定義から Constraints を満たす
が，(P, L,C, A, outermost), (P′, L′,C′, A′, outermost) はそれぞれ必
ずしも Constraints を満たさないものについても等価性は定義で
きる．ここでは PLCA 表現に着目して話を進める．

rotateCircuit
Cと Aに対してある Circuitと同値関係にある Circuit全

てに対して回転をした PLCA は元の PLCA と PLCA

等価である．

rotateOutermost
outermostを回転させた PLCAは元の PLCAと PLCA

等価である．

PLCAtrans
Aと Bが PLCA等価であり，Bと Cが PLCA等価で

あるとき，Aと Cは PLCA等価である．

こ の よ う に 定 義 す る こ と で ，例 え ば ，E =

⟨P, L,C, A, outermost⟩, E′ = ⟨P′, L′,C′, A′, outermost⟩ に
対して，Pと P′ が permutationの関係にあり，Lと L′ があ

る要素の Lineを反転させると一致するような関係にあり，

C，Aがある Circuitに対して回転したものがC′，A′と一致

するような関係であるとき，permutePLCA，reverseLine，

rotateCircuit，PLCAtransを組み合わせることで，E，

E′ は PLCA等価であると証明できる．

3.5 Consistency
3.5.1 P-L,L-C,C-A,outermost Consistency

2.5節で示した条件を Coqで記述したコードの一部を示

す．P，L，C，Aは引数として外部で定義されているため，

実際は必要に応じてこれらの引数が最初に付く．

P-L Consistency

Definition PLconsistency : Prop :=

forall(p : Point), In p P ->

(exists l : Line,LIn l L /\ InPL p l).

Definition LPconsistency : Prop :=

forall(p : Point)(l : Line),

In l L -> InPL p l -> In p P.

これは (3)，(4)式を Coqで表現したものであり，ほとん

ど定義そのままの形で書ける．

3.5.2 Distinct
集合 P，L，C，Aをリストとして実装したため，これら

がそれぞれ重複した要素を含まないという条件を追加する

必要がある．

Definition DistinctP : Prop :=

forall(p : Point),

˜In p (set_remove eq_point_dec p P).

Definition DistinctL : Prop :=

forall(l : Line),

˜LIn l (set_remove eq_uline_dec l L).

Definition DistinctC : Prop :=

forall(c : Circuit),

˜RIn c (set_remove eq_circuit_dec c C).

Definition DistinctA : Prop :=

forall(a : Area),

9
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˜AIn a (set_remove eq_area_dec a A).

eq_point_dec,eq_line_dec,eq_circuit_dec,eq_

area_decはそれぞれ，各オブジェクトのペアが同値かど

うかを判定する述語であり，その決定可能性は別途証明し

ている．

3.5.3 PLCAconsistency
これらを全てまとめて，Consistencyを以下のように表現

した．

Definition PLCAconsistency : Prop :=

PLconsistency /\ LPconsistency /\

LCconsistency /\ CLconsistency /\

CAconsistency /\ ACconsistency /\

Outermostconsistency1 /\

Outermostconsistency2 /\

Circuitconsistency /\ Areaconsistency /\

DistinctP /\ DistinctL /\

DistinctC /\ DistinctA.

Consistencyの定義は各オブジェクト間の Consistencyと

Distinctの全ての論理積である．煩雑な記述を避けるため，

ここでは引数の P，L，C，A，outermostは省略して示す．

3.6 PLCAconnected
PLCAconnectは引数に２つのオブジェクトを取るが，そ

のオブジェクトは Point，Line，Circuit，Areaの４種類あ

り，Lineと Point，Lineと Circuit，Areaと Areaなど組み合

わせは複数存在する．したがって，引数の型が一意に決ま

らない．全ての型を含む上位型として object型を用意し，

PLCAconnectの引数の型を object型として一意的に定まる

ようにした．

Inductive object :=

| o_point : Point -> object

| o_line : Line -> object

| o_circuit : Circuit -> object

| o_area : Area -> object.

加えて，object 型に対する包含関係を表す述語も定義

する．

Definition OIn(o : object) : Prop :=

match o with

| o_point p => In p P

| o_line l => In l L

| o_circuit c => In c C

| o_area a => In a A

end.

これはある object oが Pか LかCか Aのいずれかに含

まれることを意味している．すると，PLCAconnectは帰納

的に定義することができる．

Inductive PLCAconnect :

object -> object -> Prop :=

| PLcon : forall(p : Point)(l : Line),

In p P -> LIn l L -> InPL p l

-> PLCAconnect (o_point p) (o_line l)

| LCcon : forall(l : Line)(c : Circuit),

In l L -> In c C -> LIn l c ->

PLCAconnect (o_line l) (o_circuit c)

| CAcon : forall(c : Circuit)(a : Area),

In c C -> In a A -> In c a ->

PLCAconnect (o_circuit c) (o_area a)

| SYMME : forall(o1 o2 : object),

PLCAconnect o1 o2 -> PLCAconnect o2 o1

| TRANS : forall(o1 o2 o3 : object),

PLCAconnect o1 o2 -> PLCAconnect o2 o3

-> PLCAconnect o1 o3.

構成子やそれが意味するものは 2.6.1節と同じである．

以上により，ある PLCA表現に出現する全てのオブジェ

クトが互いに PLCAconnectedであることを以下のように

表現できる．

Definition PLCAconnected : Prop :=

forall(o1 o2 : object),

OIn o1 -> OIn o2 -> PLCAconnect o1 o2.

煩雑な記述を避けるため，ここでは引数の P，L，C，A，

outermostは省略して示す．

3.7 PLCAeuler

Definition PLCAeuler : Prop :=

length P + 2 * length A

= length L + length C.

(13)式をマイナスを使わないように式変形をしてこのよ

うに定義した．なぜならば，Coqは自然数を一般的な数と

して提供しており，その数式の四則演算も定義されている

が，自然数であるためマイナスの演算結果が０を下回る場

合，正しくない計算をしてしまう．Coqにはマイナスを正

しく扱うためのライブラリも提供されているが，ここでは

マイナスを使わずに数式を記述することでそのような問題

を回避した．

3.8 PLCAplanar
2.6.3節から，以下のように PLCAの平面性を記述する

ことができる．

PLCAconsistency /\ PLCAconnected

/\ PLCAeuler

煩雑な記述を避けるため，ここでは引数の P，L，C，A，

outermostは省略して示す．
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3.9 帰納的 PLCA
帰納的 PLCAを Coq上で定義する．引数には P，L，C，

A，outermostを取る．構成子は 3つあり，1つは基礎とな

る PLCAを表し，１つはある PLCAに対応する図形があっ

た時にある Areaを分割するような操作を行い，最後の１

つはある PLCAに対応する図形があった時にある Areaに

孤立した閉曲線を追加する操作を行う．定義は全て記号表

現上の処理だが，わかりやすい説明のため図を使って直観

的に説明する．

以下がその 3つの構成子である．

single loop
これは基礎となる PLCA に対応する図形を表してい

る．1つの閉曲線からなる単純な図形である．

図 11 single loop

E = ⟨P, L,C, A, outermost⟩

P = {p1, p2, p3, p4}

L = {l1, l2, l3, l4}

C = {c, outermost}

A = {a}

l1 = (p1, p2) outermost = [l+1 , l
+
2 , l
+
3 , l
+
4 ] a = {c}

l2 = (p2, p3) c = [l−1 , l
−
4 , l
−
3 , l
−
2 ]

l3 = (p3, p4)

l4 = (p4, P1)
図 11の記号表現

図 11では四角形で表現しているが，四角形である必要

はなく 3つ以上の Pointからなる環状構造になってい

ればよい．出現するオブジェクトは Areaが内側の空

間の a，Circuitがその閉曲線の内と外の cと outermost

である．Lineと Pointはこの閉曲線に含まれるものだ

けである．

add path
add pathは Areaを分割することで新しい PLCAを得

るためのオペレータである．ある Circuitを指定し，そ

の中の２つの Point間を結ぶパスを作る．パスの長さ

は任意であり，間にいくつ Pointを取っても構わない．

まず，パスを表す simplepathを示す．

Inductive simplepath :

Point -> Point -> list Point ->

list Line -> Prop :=

| nil_path : forall(p : Point),

simplepath p p (p::nil) nil

| step_path :

forall(p1 p2 p3 : Point)

(pl : list Point)(ll : list Line),

simplepath p2 p1 pl ll

-> ˜In p3 pl

-> simplepath p3 p1

(p3::pl) ((p3, p2)::ll).

simplepathは Trailと似ているが，Trailが Pointの

重複を許すのに対して，simplepathは Pointの重複を

許す点が異なる．

次に，add pathによって作られる PLCAの例を示す．

図 12 single loop→ add path

E = ⟨P, L,C, A, outermost⟩

P = {p1, p2, p3, p4, p5}

L = {l1, l2, l3, l4, l5, l6}

C = {c1, c2, outermost}

A = {a1, a2}

l1 = (p1, p2) outermost = [l+1 , l
+
2 , l
+
3 , l
+
4 ] a1 = {c1}

l2 = (p2, p3) c1 = [l+5 , l
−
6 , l
−
4 , l
−
3 , l
−
2 ] a2 = {c2}

l3 = (p3, p4) c2 = [l−1 , l
+
6 , l
−
5 ]

l4 = (p4, P1)

l5 = (p2, p5)

l6 = (p1, p5)
図 12の記号表現

図 12 は single loop に add path を適用した後を表し

ている．つまり，図 11に add pathを適用した図が図

12である．オブジェクトの変化を記号表現で見ると，

11
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Circuit cが c1 へ変化し，c2 が新しく追加されている．

さらに Area aが a1 に変化し，a2 が追加されている．

Lineと Pointは追加されたパスを構成するものだけ追

加される．

add loop
add loopは add pathと同じく，新しい PLCAを得るた

めのオペレータである．PLCAに孤立した閉曲線を追

加することで新しい PLCAを得る．

図 13 single loop→ add loop

E = ⟨P, L,C, A, outermost⟩

P = {p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8}

L = {l1, l2, l3, l4, l5, l6, l7, l8}

C = {c1, c2, c3, outermost}

A = {a1, a2}

l1 = (p1, p2) outermost = [l+1 , l
+
2 , l
+
3 , l
+
4 ]

l2 = (p2, p3) c1 = [l−1 , l
−
4 , l
−
3 , l
−
2 ]

l3 = (p3, p4) c2 = [l+5 , l
+
6 , l
+
7 , l
+
8 ]

l4 = (p4, P1) c3 = [l−5 , l
−
8 , l
−
7 , l
−
5 ]

l5 = (p5, p6) a1 = {c1, c2}
l6 = (p6, p7) a2 = {c3}
l7 = (p7, p8)

l8 = (p8, p5)
図 13の記号表現

図 13 は single loop に add loop を適用した後を表し

ている．つまり，図 11に add loopを適用した図が図

13である．オブジェクトの変化を記号表現で見ると，

Circuit c3 と c4 が新しく追加され，Area aが a1 に変

化し，新しく Area a2が生成されている．Lineと Point

は追加された閉曲線を構成するものだけ追加される．

帰納的 PLCA(IPLCA) single loop，add path，add loop

を 用 い て 帰 納 的 に 作 ら れ る PLCA E を 帰 納 的

PLCA(IPLCA)といい，Inductive(E)と記述する．

帰納的 PLCAの構成方法は 1つの閉曲線からはじめてそ

の内側に線を引くことによって対象となる図形を描くこと

に相当する．

例えば，図 14を考える．この図の描き方は図 15，図 16

の 2通りあり，それぞれ対応する PLCA表現上では構成子

の適用順序が異なる．

図 14 複数の構成方法がある図形

図 15 構成方法その 1

図 16 構成方法その 2

図 15は，single loop→ add path→ add loopという手順

であり，図 16は，single loop→ add loop→ add pathとい

う手順である．結果として得られる PLCA 表現は P，L，

C，Aのリストの並びが変わるだけで，PLCA等価である．

次に図 17を考える．

図 17 構成方法が 1 つしかない図形

12
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この図の描き方は図 18，図 19の 2通りあるように思わ

れる．

図 18 ただ１つの構成方法

図 18は single loop→ add path→ add pathという手順で

ある．

図 19 間違った構成方法

しかし，図 19に示す手順では構築できない，single loop

に add loopを適用することで中に別の領域を追加し，残り

の部分を add pathを適用することで接続できるように見え

るが，add pathは同じ Circuit内の 2つの Pointを指定しな

いといけないため，ここでは適用することができない．

PLCA図形の中に，構築手順が複数あるものと１つしか

ないものがあるのが帰納的 PLCAの特徴である．これは帰

納的 PLCA上で証明を行ったり，構成子以外のオペレータ

を定義する場合に留意しなければならない点である．

4. 証明

S = {(P, L,C, A, outermost) |

P is a set o f Point, L is a set o f Line,

C is a set o f Circuit, A is a set o f Area} (14)

として以下を説明する．

E ∈ S に対して 3.3節で定義された Constraintsを満たす

とき，Constraints(E)と記述する．

4.1 PLCAequivalenceの満たす性質
PLCA等価 (PLCAequivalence)は PLCAの主たる性質で

ある Constraints，Consistency，PLCAconnected，PLCAeuler

を保持する．これらの性質はいずれも PLCAequivalenceに

対する帰納法によって，証明することができる．例えば，

Constraintsを保持することについては以下の式で表される．

∀E, E′ ∈ S ,

Constraints(E) ∧ PLCAequivalence(E, E′)

⇒ Constraints(E′) (15)

この性質は約 300行で証明が完了した．

他の性質についても同様に表される．Consistencyの場合

の証明が約 500行，PLCAeulerの場合の証明が約 50行で

完了した．

4.2 平面的 PLCAと帰納的 PLCAの一致
3.9節で示した帰納的 PLCAのクラスが平面的 PLCAの

クラスと一致することを証明する．具体的には，任意の平

面的 PLCAに対してそれと PLCA等価な帰納的 PLCAが

存在することを証明する．2.6.3節で示した PLCAの平面

性条件から証明すべき性質は以下のように表現できる．

ここで，Consistency(E)は PLCA表現に対して定義され

ている述語だが，S の要素である Eに対して定義を拡張し

たものとする．PLCAeuler(E)，PLCAconnected(E)につい

ても同様とする．

∀E ∈ S ,

( Constraints(E) ∧Consistency(E)

∧PLCAeuler(E) ∧ PLCAconnected(E)

⇔

(∃E′ ∈ S , Inductive(E′) ∧

PLCAequivalence(E, E′) ) (16)

4.2.1 帰納的 PLCAの平面性
まず，(16)式の左方向について証明する．帰納的 PLCA

は平面的 PLCAである，すなわち帰納的 PLCAが PLCAの

平面性条件および Constraintsを満たすことをそれぞれ証明

する．

PLCAconstraints，PLCAconsistency

Theorem IPLCA_satisfy_consistency_

and_constraints :

forall(P : list Point)(L : list Line)

(C : list Circuit)(A : list Area)

(o : Circuit),

I P L C A o

-> PLCAconsistency P L C A o /\

PLCAconstraints L C A o.

この 2つの条件は切り離して証明しようとしたが，帰

納法の帰納段階においてお互いの仮定を必要とした

ため，この 2つを同時に証明をした．証明の行数は約

3000行になった．

PLCAconnected

Theorem IPLCA_satisfy_PLCAconnected :

forall(P : list Point)(L : list Line)

(C : list Circuit)(A : list Area)

(o : Circuit),

I P L C A o -> PLCAconnected P L C A.

13
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この条件を証明するためには，帰納的 PLCAの 3つの

構成子のうち single loopが PLCAconnectedを満たす

ことを証明し，かつ add path，add loopを適用したと

きに PLCAconnectedを保存しているかを調べる必要

がある．後者の部分は補題に分割し PLCAconnectに

対する帰納法によって証明することでできた．証明の

行数は全体で約 1500行になった．

PLCAeuler

Theorem IPLCA_satisfy_PLCAeuler :

forall(P : list Point)(L : list Line)

(C : list Circuit)(A : list Area)

(o : Circuit),

I P L C A o -> PLCAeuler P L C A.

PLCAeulerはリストの要素数だけを見るため，帰納的

PLCAのオブジェクト同士の関係性を考える必要がな

く，数式の変形だけで証明を完成させることができる．

また，Coqには omegaという数式を自動証明すること

に特化したコマンドがあるため，これを用いることで

補題を含めても約 100行に満たないほどの小さな証明

になった．

いずれも帰納的 PLCAに対する帰納法によって証明する

ことができた．

4.2.2 平面的 PLCAが帰納的 PLCAであること
次に (16)式の右方向について証明する．証明すべき式

は，以下の式である．

∀E ∈ S ,

( Constraints(E) ∧Consistency(E) (17)

∧PLCAeuler(E) ∧ PLCAconnected(E) )

⇒

(∃E′ ∈ S , Inductive(E′) ∧ PLCAequivalence(E, E′) )

この式は平面性条件を満たす PLCAと PLCA等価なもの

が存在して，それが帰納的 PLCAで構築できるということ

を表している．

帰納的 PLCAを構築する際に 1つの構成子を適用する

たびにオブジェクトの数が増えるので，オブジェクトに対

して帰納法を適用して証明したい．構成子を適用するたび

に，1つずつ数が増えるオブジェクトが Areaのみであるた

め，証明は Areaの数 |A|に対する帰納法を用いて行う．
証明の方針は以下の通りである．まず，PLCAの平面性

条件に，適切な方法で Areaの数を 1つ減らすことで Area

の数が１つ少ない平面性の条件を得る．そこに帰納の仮定

を適用することで Areaの数が１つ少ない帰納的 PLCAを

得る．そして最後に，add path，add loopで Areaの数を 1

つ増やすことで証明を行う．Areaの減らし方には 2通りの

ものが存在し，それぞれの場合において証明を完成させる

必要がある．4.1節より PLCAequivalenceが平面性に必要

な条件を保存することが証明されているので，この性質を

利用する．以下に証明のアウトラインを示す．

まず，|A|を |A| = 0か 1 ≤ |A|で場合分けを行う．
|A| = 0の場合は，Consistencyから以下のように矛盾を

導くことができる．

(1) (11)式によって，C は少なくとも outermostを含む．

(2) (6)式によって，outermostを構成する Line lが Lに含

まれているはずである．

(3) (5)式によって，outermostとは逆方向の Line l−を含む

Circuit cが存在するばずである．

(4) (8)式によって，そのCircuit cは outermostではないた

め，cを含むような Area aが存在するはずである．こ

れは，|A| = 0の仮定と矛盾する．

1 ≤ |A|の場合は，さらに |A|に対する帰納法によって証
明を行う．

|A| = 1の場合

この場合は，1つの閉曲線だけからなる単純な図形し

か考えられない．したがって，帰納的 PLCAは構成子

single loopによって構築できる．

|A| = n (2 ≤ n)を仮定して，|A| = n + 1を証明する場合

帰納の仮定は，|A| = nのときに平面性条件とConstraints

を満たすならば，その PLCAが帰納的に構築されると

いうことである．これを利用するためには，|A| = n

のときの平面性条件と Constraints を満たす必要があ

る．そのためには，証明に出現する |A|を 1つだけ減

らせばよい．ただし，平面性条件を崩すような減らし

方はできない．例えば，図 19を考える．この 3番目

の図では Areaの数は 3個，2番目の図では 2個であ

る．しかし，このような減らし方をすると，得られた

PLCA表現は平面性条件を満たさない．正しい手順に

よって，Aから特定の要素を削除し，それに合わせて

影響を受けたオブジェクトを P，L，Cから削除または

追加する．以上の手続きによって，ある PLCA表現か

ら Areaの数を 1つ減らした PLCA表現を生成するよ

うな関数MergeArea Functionを定義する．内部にオブ

ジェクトがないような Area a1 を 1つとり，a1 に対し

て関数 MergeArea Functionを適用することで，a1 と

a1 に隣接する Areaの合成を行う．内部にオブジェク

トのない Areaが存在することは以下の補題で証明し

ている [14]．

(補題 1) 平面的 PLCAにおいて，内部にオブジェク

トがないような Area，つまりそれがただ 1つの Circuit

のみを含むような Areaが必ず 1つ以上は存在する．

MergeArea Functionは a1 の外側の Circuitの状態がど

のようになっているかによって場合分けして定義する．

14
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まず，外側にある Circuitがただ 1つしかない場合を考

える．

図 20 外側の Circuit がただ 1 つしかない場合

この場合，図 20に示すような孤立した閉曲線である

と特定できる．したがって，閉曲線を削除することで

|A|を 1つ減らすことができる．

次に外側にあるCircuitが 2個以上である場合を考える．

図 21 外側の Circuit がただ 1 つではない場合の例

この場合,図 21に示すように，Area a1 の内側の 1つ

の Circuitと複数の外側の Circuitがそれぞれの複数の

Lineを共有している状態であり，ある 1つの Areaと

の共有部分を削除することで，|A|を 1つ減らすこと

ができる．例えば，図 21の太線がそのような部分で

あり，太線を除去すると a1 と a6 が併合されて 1つの

Areaになる．

MergeArea Functionを以上のように定義して，適用す

ると |A| = nである PLCA表現 E′ を得る．E′ が帰納

の仮定である |A| = nのときの平面性の条件と PLCA-

constraintsを満たすと証明できるので，帰納の仮定を

適用できる．その結果，|A| = nの場合に以下の式が成

り立つ．

∃E′ ∈ S ,

Inductive(E′) ∧ PLCAequivalence(E, E′) (18)

最後に，add path，add loop のどちらかを適用する

ことで |A| を 1 つ増やす．どちらを適用するかは，

MergeArea Function を適用した際にどのように Area

を削除したかに依存する．閉曲線を削除した場合は，

add loopによって元の PLCAを復元する．また，共有

している複数の Lineを削除した場合は，add pathに

よって |A| = n + 1である元の PLCAを復元する．帰納

の仮定を利用することで，証明すべき式の結論が元の

PLCAに対して成り立つことがいえる．

5. 議論

証明を行う際に，問題になった部分について詳しく述

べる．

5.1 PLCAequivalenceが満たす性質の証明
PLCAequivalenceに関して PLCAconnectedが保存される

という性質について証明を試みると予想以上に証明が複

雑になり，証明を完成させることはできなかった．証明は

PLCAequivalenceに対する帰納法を使い，各構成子で場合

分けして進める．どの構成子を適用してもその結果得られ

るものが PLCAconnectedを満たすことを，すべての場合

に対して証明する必要がある．このとき構成子の適用の前

後で型が変わることがあるため，証明すべき PLCAconnect

の型が変化してしまう点に注意しなければならない．例え

ば，Line型の変数 lに対して，関数 reverseを適用するこ

とがあり，その場合は reverse lとなり型が変化してしま

う．したがって，予想以上の数の補題が必要となり，証明

が困難になった．

5.2 平面的 PLCAが帰納的 PLCAである証明
証明の方針は 5節で示した通りである．まず，補題 1に

ついては，手証明はされている [14]ものの，形式化自体を

検討する必要があり，Coqによる形式化はまだできていな

い．さらに，平面的 PLCAが帰納的 PLCAであることの証

明の中で Consistencyを保持するように PLCA等価な 2つ

の PLCA表現から共に複数のオブジェクトを削除，追加す

る必要があったが，このような操作をしても PLCA等価性

が保持されることの証明も未完成である．

6. 結論

定性空間表現 PLCAに対して帰納的に構築する方法につ

いて示し，それが平面性を満たすことを証明した．形式化

は Coqを用いて行い，順方向の証明では Coqによる証明が

完了した．これによって，基礎となる図形から 2つの操作

によって作られる図形は平面に必ず描画できるという結論
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を得ることができた．また，平面に描画できる PLCAが帰

納的 PLCAで構築できる証明の戦略を示すことができた.

また，PLCAの等価性についても形式的な定義を与え，そ

の性質として PLCAconnectを除いて証明が完了している．

証明は最後まで完了していない部分もあるが，形式化を行

うことで，PLCAを実装をする場合に定義に不十分なもの

があることもわかった．

本研究は，これまで妥当性についてほとんど言及されて

いなかった定性空間表現に対して計算可能なモデルを与え

た初めての試みといってよい．また，定理証明の研究分野

においては，定性空間推論という，これまで応用のなかっ

た分野に対して新たな分野を開拓したといえる．

今後の課題は，残ったいくつか証明を完成させて証明を

完全なものにすることや，先行研究で行われていた机上の

証明を定理証明器で厳密な証明を与えることなどが挙げら

れる．
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