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定性的に表現された曲線の平面埋め込みにおける自己

交差性判定方法の正当性

高橋 和子　森口 草介　今井 宜洋

連続な曲線を記号表現し，2 次元平面へ埋め込んだときの自己交差性を，その記号表現上で判定する方法の正当性に
ついて議論する．曲線の形状を，方向と凸性を属性として持つ曲線分を単位セグメントとして連結していくことで記
号表現する方法がこれまでに提案されている．また，与えられた記号表現に対して 2次元平面上にらせん状にならな
いように描く方法がある (許容可能性) かどうかを判定する手法として簡約操作が提案されている．著者らはこれま
でにこれらの枠組を定式化しいくつかの性質を証明支援系 Rocq で証明した．本発表では，未証明だった簡約操作
における性質の１つである許容可能性保持の厳密な形式化を試みる．簡約前の記号表現に対応する図をもとに簡約後
の記号表現に対応する図として，セグメント間の連結条件を満たし，各セグメントの定性的な形状を保持し，らせん
状にならない曲線が描けることの手証明を示す．

1 はじめに

曲線は自然界に多く見られる形状であり，２次元平

面上に射影されたオブジェクトの輪郭として出現す

ることが多い．一般に，計算機で曲線を扱う場合には

実際の形状をできるだけ正確なデータとして表すた

めに数値関数や点列を使って表現し，数値計算によっ

て処理することが多い．

一方，概形や重なり方などの性質や周囲との相対的

な関係のみに着目したい場合には，詳細な情報を気

にせず離散的な記号表現として記述する方法もある．

その代表的なアプローチの１つが定性空間推論であ

る [3] [9] [2] [12]．高橋は定性空間推論の一手法として，

方向と凸性を属性としてもつ曲線分を単位セグメント

とし複数の単位セグメントを連結していくことで尖点
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を持たない円滑な曲線を記号列として表現し，その表

現上で部分的な情報から全体の形状を推論する手法を

提案した [13]．また，このように構成された記号列か

ら 2 次元平面上への写像を考え，らせん状にならな

いように描ける写像が存在するかどうかを許容可能性

として定義し，それを判定する効率的手法として簡約

を提案しその性質を示した [14]．さらに，この枠組に

ついて証明支援系を使った厳密な形式化と正当性の証

明を行ったが [17]，すべては完了していない．本発表

では，未証明だった，簡約操作における許容可能性保

持の厳密な形式化を試みる．簡約前の記号表現に対応

する曲線を２次元平面上に描いてそれをもとに簡約後

の記号表現に対応する曲線の原型を作成し，それを変

形していくことで所望の曲線が得られることを示す．

すなわち，簡約後の記号表現に対して，セグメント間

の連結条件を満たし，各セグメントの定性的な形状を

保持し，らせん状にならない曲線が描けることを示

す．最終的には，証明支援系の上での実装と証明を目

的とし，手証明でできるだけ厳密な形式化を行う．

本発表は以下のように構成される．第 2 節で曲線

の定性表現と 2 次元平面への埋め込み，および簡約

について紹介する．第 3 節で簡約の前後で許容可能

性が保持されることを証明する．第 4 節で関連研究



と比較し，最後に第 5 節で結論と今後の課題につい

て述べる．

2 曲線の定性表現の体系

2. 1 scurve

2次元平面上の有向曲線のセグメントで，方向と凸

性が一定であるようなものの集合を CURVES とす

る．CURVES の要素はその方向と凸性のみに注目し

てその形状を定性的に表す．正確なサイズや曲率は無

視する．

図 1において左の 3 つは定性的に同一であり，右

の 2 つとはそれぞれ異なると見なす．

図 1 セグメントの定性的な分類

Sv = {n, s}, Sh = {e, w}, Conv = {cx, cc} およ
び Dir = Sv ∪Sh とする．ここで，記号 n, s, e, w は

それぞれ上，下，右，左を表し，cx, cc はそれぞれ上

に凸，下に凸を表す．真横を向くものは n, s のいず

れかに分類し，真上や真下を向くものは e, w のいず

れかに分類する．また，直線は考えない．各集合の要

素に対してその集合内の相補的な要素を割り当てる

関数を i とする．すなわち i(s) = n, i(n) = s, i(e) =

w, i(w) = e, i(cx) = cc, i(cc) = cx である．

X ∈ CURVES をセグメントと呼び，その定性的

な形状を V ∈ Sv, H ∈ Sh, C ∈ Conv である 3 項組

(V,H,C) で表す．これを X の定性表現と呼ぶ．

X,Y ∈ CURVES に対して X = (V,H,C)，

Y = (V ′, H ′, C′) をそれぞれ X，Y の定性表現と

する．CURVES 上の関係 ∼ を V = V ′, H = H ′，

C = C′ が成り立つときのみX ∼ Y であると定義す

ると，∼ は CURVES 上の同値関係になる．その結

果，CURVES は 8 つの同値類に分割される．これを

S = CURVES/ ∼ とおく．X ∼ Y のとき，X, Y

は定性的に同型という．

X ∈ S を単位セグメントと呼び，その始点と終点
をそれぞれ init(X), term(X) と表記する．

X,Y ∈ S に対して init(Y ) と term(X) を同一視

することで円滑な曲線を形成する．

定義 1 以下の条件を満たすとき，X,Y は直接連結

可能といい，dc(X,Y ) と記述する．また，連結した

結果を X · Y と表す．
• dc(X,Y ) iff

ssp(X,Y ) or ifl(X,Y ) or xtr(X,Y,D) (D ∈
Dir).

• ifl(X,Y ) iff

X = (V,H,C) and Y = (V,H, i(C)).

• xtr(X,Y, V ) iff

X = (V,H,C) and Y = (i(V ), H,C) .

• xtr(X,Y,H) iff

X = (V,H,C) and Y = (V, i(H), i(C)).

X,Y の正確な曲率は無視するため，同一のクラス

に属する単位セグメントのペアは直接連結可能であ

り，この 2 つを連結して得られる新たな曲線は尖点を

持たない単一セグメントと見なす (図 2(a))．そうで

ない場合，セグメントのペア X,Y は，直接連結にお

いて変曲点または極点を形成する．ifl(X,Y ) は X ·Y
が変曲点を持つことを表し (図 2(b))，xtr(X,Y,D)

は，極点を持つことを表す (図 2(c))．

(a) ssp (b) ifl (c) xtr

図 2 直接連結可能な単位セグメントのペア

定義 2 単位セグメント X1, . . . , Xn (n > 0) に対

して，X1 または X1 · . . . · Xn ただし Xi−1 ̸= Xi

(∀i; 2 ≤ i ≤ n) を scurve と呼ぶ．

scurve は単位セグメントを連結することで生成さ

れる連続で有限な有向曲線である．

2. 2 scurve の 2次元平面への埋め込み

S から CURVES への写像を考える．

1. 2 次元平面上のセグメントX ∈ CURVES の定



(a) きつい連結 (b) ゆるい連結

図 3 きつい連結とゆるい連結

性表現を X ∈ S とするとき，X を X の埋め込

みと呼ぶ．init(X)，term(X) はそれぞれ 2 次

元平面上におけるX の始点と終点の位置を表す．

2. sc = X1 · . . . ·Xnを scurve，Xi (1 ≤ i ≤ n)を

Xi の埋め込みとする．任意の i (1 ≤ i ≤ n− 1)

に対して，term(Xi) と init(Xi+1)が同一位置

に配置されているとき，X1 · . . . ·Xn を scの埋

め込みという．

単一の scurve に対してその埋め込みは無限個存在

する．

定義 3 sc, sc′ が同じ scurveの埋め込みのとき，sc

と sc′ は定性的に同型 という．

ifl(X,Y ) のとき，描き方によって連結点が尖点に

なる可能性がある．ここでは連結を 2 種類に分けて

考える．

定義 4 X,Y を直接連結可能な単位セグメント，X,Y

をそれぞれの埋め込みとする．X · Y において，

term(X)，init(Y ) における接線の傾きが一致する

場合をきつい連結，必ずしも一致しない場合をゆるい

連結と呼ぶ (図 3)．

きつい連結では埋め込まれた曲線は尖点をもたない．

また，同一の scurve に対して，埋め込み方によっ

てらせん状になる場合とそうでない場合がある．

scurve の 2 次元平面への埋め込み X1 · . . . · Xn

に対して，init(X1) および term(Xn) における接

線をそれぞれX1 の始点方向およびXn の終点方向

に延長することで無限曲線（延長部分は直線）を得

る．この曲線が交差しない場合，その埋め込みは開

(open)といい，自己交差する場合は閉 (closed)とい

う．開埋め込みが存在するときその scurve を許容可

能 (admissible)という．

図 4 はそれぞれ X = (n, e, cx), Z = (s, e, cx),

Y = (s, w, cc) の場合の scurve X · Z · Y の開埋め込
みと閉埋め込みを示している．開埋め込みが存在する

ので X · Z · Y は許容可能である．

(a) open (b) closed

図 4 X · Z · Y の 2 種類の埋め込み

一方，X = (n, e, cx), Z1 = (s, e, cx), Z2 =

(s, w, cc), Y = (n,w, cc)の場合，scurve X ·Z1 ·Z2 ·Y
には閉埋め込みしか存在しない (図 5)．したがって

X · Z1 · Z2 · Y は許容可能ではない．

図 5 閉埋め込みしか存在しない scurve

2. 3 簡約と許容可能性判定

scurve の許容可能性は，それを辿ったときの回転

の向きを考えることで判定可能である．

X ∈ S の向きを時計回り (+)/半時計回り (−)のい

ずれかに決める関数 orn を定義し，さらに， scurve

の向きをそれを構成するセグメントの向きの列と定

義する．

• (単位セグメントの向き) X ∈ S に対して
orn(X) = ‘ + ′ iff X = (n, e, cx), (s, e, cx),

(s, w, cc) or (n,w, cc); orn(X) = ‘ − ′ iff X =

(s, w, cx), (s, e, cc), (n, e, cc) or (n,w, cx).

• (scurveの向き) X1, . . . , Xn ∈ S に対して



(a) r1 (b) r2

図 6 簡約規則と対応する図

orn(X1 · . . . ·Xn) = orn(X1) . . . orn(Xn).

たとえば図 5において orn(X ·Z1 ·Z2 ·Y ) = ++++

である．

scurve sc の向き orn(sc) に出現する + と − の個
数の差を orn(sc)の回転差 と呼ぶ．

また，集合 {+,−} の上で相補となる要素を割り当
てる関数 inv を inv(+) = −，inv(−) = + と定義

する．

scurve の向きを簡約することによって，与えられ

た任意の長さの scurveの許容可能性を効率的に判定

する．簡約規則は 2 つあり，1 つは向きが +−+ (ま

たは − + −) の部分列を + (または −) で置き換え

るもの，もう 1 つは + + −− (または − − ++) の

部分列を +− (または −+) で置き換えるものである

(図 6)．

[簡約規則]

σ1, σ2 を向きの列，o1, o2, o3, o4 ∈ {+,−} とする．
(r1) o1 = o3 = inv(o2) のとき，σ1o1o2o3σ2 を

σ1o1σ2 と置き換える．

(r2) o1 = o2 = inv(o3) = inv(o4) のとき，

σ1o1o2o3o4σ2 を σ1o1o4σ2 と置き換える．

scurve の向き σ の部分列に可能な限り (r1), (r2)

を適用して得られる向きの列を σ の簡約形 と呼ぶ．

任意の向きの列に対して以下の性質が成り立つ．

命題 1 (簡約の性質) 1. (停止性)

簡約過程は停止する．

2. (回転差保持)

簡約において回転差は保持される．

3. (簡約形)

(a) 簡約形は，両端にそれぞれ高々 1 個の逆

向き方向 inv(x) にはさまれた同一の向き x

の 0個以上の列である．

(b) 任意の向きの列に対して，両端にある向

きはいずれも簡約過程で変化しない．

4. (合流性)

簡約規則の適用順にかかわらず簡約形は一意的

に定まる．

5. (許容可能性の保持)

簡約過程において許容可能性は保持される．

命題 2 (許容可能性の判定) 任意の向きの列に対し

て，回転差が 4 以上の向きの列は許容可能でなく，回

転差が 3 以下のとき，得られる簡約形は 11 個に限

定される．ただし，+ と −，および向きの列を前か
ら見たときと後ろから見たときに対称なものは同一

のものと考えている．この中で許容可能でないものは

2 個のみである．

これら 2つの命題については，命題 1の「許容可

能性の保持」をのぞいて Rocq (coq) で証明済みであ

る [17] [11]．

3 許容可能性の保持

本節では，scurve の xy-平面への埋め込みについ

て議論するため，特に断わらない限り，s, t, s1, s2, . . .

等は単位セグメントの埋め込みを表すものとする．

また，向きの列だけではなく，scurve に対しても

簡約形という用語を使用する．すなわち，sc, sc′ を

scurve とするとき，orn(sc′) が orn(sc) の簡約形に

なっている場合，sc′ を sc の簡約形と呼ぶ．

3. 1 証明の方針

簡約過程において許容可能性が保持されることを

示す．

scurve が許容可能なので，開埋め込みを描き，そ

れをもとにして簡約規則を 1回適用した後の scurve

の埋め込みを作成する．曲線の中で簡約規則を適用す

る部分以外の残りの部分が，簡約前後のセグメントで

囲まれた領域に存在しないように，この領域から離し

てやればよい．このことは直観的にはほぼ明らかに思

えるが，定性的な形を保ちながら動かすと，動かした

ところに別のセグメントが存在している場合もあり，

形式化はそれほど単純ではない．

証明の方針は以下の通りである．xy-平面において，



図 7 ゆるい連結からきつい連結への変換

簡約部分は固定して scurve の残りの部分を動かすこ

とを考える．簡約部分とその両端点から y 軸へ平行

にひいた半直線で xy-平面を左右に分割する．この分

割線を境として，簡約部分以外のセグメントをすべて

（上下はそのままで）左右に移動または引き伸ばして

変形することで scurveの開埋め込みを作成する．

3. 2 疎な埋め込み

補題 1 許容可能な scurve の開埋め込みは，ゆるい

連結部分をすべてきつい連結にした定性的に同型な

曲線に変更できる．

証明) 許容可能な scurveの開埋め込み sc において，

任意のセグメント s に対してその 1 つの端点を e と

する．sc は自己交差しないことから，e と s 上のあ

る点 p を対角とする矩形内に他のセグメントの点が

存在しないような点 p がとれる．

例として s が右上方向を向く下に凸の形状の場合を

示す (図 7)．s は eを原点とし第１象限に存在する．

s を表す関数を f とする．また，p の座標を (a, b)

（a > 0, b > 0）とする．

このとき f(0) = 0, f(a) = b．また，平均値の

定理から ∃x.0 < x < a; f ′(x) = b/a．したがって

f ′(a) > b/a > 0．

この矩形の範囲の曲線を，制御点 P1(0, 0), P2(a−
b/f ′(a), 0), P3(a, b) を用いた 2 次ベジェ曲線 l に置

き換える．P2 の x座標は，a > a − b/f ′(a) > 0 よ

り 0 と a の間にある．

2次ベジェ曲線は，以下の特徴をもつ．

• 間のすべての点が制御点による三角形の内部に
存在する

• 端の制御点と中央の制御点にひいた直線に，端
の制御点上で接する

2 番目の特徴から，l は点 p 上では傾き f ′(a) の線

に接し，原点では x軸に接する．また，0 < x < a,

0 < y < b の範囲に他のセグメントは通らないという

仮定から，l は他のセグメントと交差しない．

よって，0 ≤ x ≤ aの範囲を f から l に置き換え

たセグメント（a < xの範囲は元のセグメントをその

まま利用）は，以下を満たす．

• 端点の座標が元のセグメントと同じ
• 微分値が連続
• 端点 eで x軸に対して微分値が 0

すべてのセグメントの両端点にこの処理を行うこ

とで，以下を満たすことができる．

• セグメントの端点における微分の右（左）極限
が x, y どちらかの座標軸で 0

• セグメントの一次微分が連続
• もとのセグメントと定性的に同型
したがって，すべての連結点においてきつい連結に

なるような埋め込みが存在し，尖点を持たない． 2

定義 5 scurve の埋め込み sc において，各セグメン

ト s の始点と終点を対角線とする矩形を sc におけ

る s のセグメント領域と呼ぶ．

s, s′ を sc の任意の異なるセグメントとする．sc

において s のセグメント領域 R と s′ のセグメント

領域 R′ が共有点を持たないとき，sc を疎な埋め込

みと呼ぶ (図 8)．

疎な埋め込みは明らかに自己交差しない．



(a) 疎である場合 (b) 疎でない場合

図 8 セグメント領域同士の位置関係

図 9 簡約規則 (r1) に関する表記

3. 3 簡約規則 (r1)に関する許容可能性保持

許容可能な scurve に対して，それを xy-平面上に

埋め込み，その図の上で簡約後の scurve の埋め込み

の原型を作成する．

xy-平面上に埋め込んだ図において以下のように名

前をつける (図 9)．

• s1 · s2 · s3: 簡約を適用するセグメント列 (回転

方向は +−+とする)

• w: init(s1) と term(s3) を結ぶ回転方向 + の

セグメントで s1, s2, s3 と交差しないもの

• C: s1, s2, s3, w で囲まれる領域

• l1: init(s1) に連結する scurve の埋め込み部分

および始点における接線の始点方向への延長

• l2: term(s3) から連結する scurve の埋め込み部

分および終点における接線の終点方向への延長

• LB: init(s1) の始点から下方向に y 軸に平行に

延長した半直線

• RB: term(s3) の終点から上方向に y 軸に平行

に延長した半直線

平面上で LB, s1, s2, s3, RB をこの順につないでで

きる曲線を分割線と呼び，分割線の左右の領域（分割

線を含まない）をそれぞれ Left,Right と呼ぶ．

セグメント列 s1 · s2 · s3 を w に置き換えた曲線を

sc とおく．

そのままでは自己交差してしまう場合があるので，

変形していく必要がある．

l1, l2 が C と共有点を持たない場合，sc を変形す

る必要はない．

l1, l2 が C と共有点をもつ場合，十分大きな距離を

d とし，l1, l2 に属する各セグメントに対して以下の

操作を施した結果得られる曲線を sc′ とする．

操作は大きく分けて移動 (move) と引き伸ばし

(stretch) である．いずれも横方向のみの位置変更で

あり，縦方向は不変である．

図 10に各操作に対応する xy-平面上での変更を示

す．黒の太い実線が分割線であり，赤の実線が l1, l2

に属するあるセグメントおよびそのセグメント領域

を示す．赤の点線は各操作を施したあとのセグメント

s′ およびそのセグメント領域を示す．



[セグメント変形の操作]

l1, l2 に属する任意のセグメント s に対し，

init(s), term(s) の片方を A, もう片方を B と

おく．

• s′ = move left(s): A,B ともに Left に

属する場合，s の形を保ったまま左側に d

だけ平行移動する (図 10(a))．

• s′ = move right(s): A,B ともに Right

に属する場合，s の形を保ったまま右側に

d だけ平行移動する (図 10(b))．

• s′ = stretch left(s): A が分割線，B が

Left に属する場合，B を左側に d だけ平

行移動して B′ とし，A と B′ を始点終点

として s と定性的に同型なセグメントを描

く (図 10(c))．

• s′ = stretch left(s): A が分割線，B が

Right に属する場合，B を右側に d だけ平

行移動して B′ とし，A と B′ を始点終点

として s と定性的に同型なセグメントを描

く (図 10(d))．

• stretch both(s): A が Left, B が Right

に属する場合，A を左側に d だけ平行移

動して A′ とし，B を右側に d だけ平行

移動して B′ とし A′ と B′ を始点終点と

して s と定性的に同型なセグメントを描く

(図 10(e))．

補題 2 開埋め込みにおいて l1, l2 のセグメントが疎

な埋め込みのとき，簡約規則 (r1)適用後の scurve の

埋め込み sc = t1 · t2 · . . . · tn に対して，上記操作を
施すことによって得られた曲線を sc′ = t′1 · t′2 · . . . · t′n
とすると，以下の性質が成り立つ．

性質 1 任意の i (1 ≤ i ≤ n) に対して，ti と t′i

は定性的に同型

性質 2 sc′ は尖点をもたない

性質 3 sc′ は自己交差せず疎になる

性質 4 sc′ は scurveの開埋め込みになる

証明)

[性質１] 作り方から明らかに同型になる．move の場

合は埋め込みの形状も完全一致する．

(a) move left (b) move right

(c) stretch left (d) stretch right

(e) stretch both

図 10 セグメント変形の操作 (r1)

[性質 2] まず，s1, s3, w は定性的に同型なので sc に

おいて，init(s1), term(s3) においては直接連結可能

な条件が満たされており，sc は scurve の埋め込み

になっている．Left に属する連結点はすべて左方向

に d だけ移動しており，Right に属する連結点はす

べて右方向に d だけ移動している．各セグメントは

定性的に同型のものに変更されているので，すべての

連結点において直接連結可能になっている．したがっ

て，sc′ は scurve の埋め込みになっている．また，補

題 1からゆるい変更をきつい連結に変更することが

可能なので，sc′ は尖点を持たないようにできる．

[性質 3] Right において交差がないことを示す．sc

の任意のセグメント s, t のセグメント領域の中で

Right に属する部分領域をそれぞれ Rs, Rt とする

（分割線に接する場合を含む）．Rs の左下の座標を

(x1, y1), 右上の座標を (x2, y2) とし，Rt の左下の座



(a) (b)

(c) (d)

図 11 Right でのセグメント領域同士の位置関係

（y1 ≤ b1 のとき）

標を (a1, b1), 右上の座標を (a2, b2) とする．x1 ≤ a1

とする．

(1) y1 ≤ b1 のとき

a1 が分割線上にない場合，t に対しては move が

行われるはずである．

l1, l2 は疎な埋め込みなので，セグメント領域同士は

共有点を持たない．したがって，¬(a1 < x2)∨¬(y1 <

b2) が成り立つ．すなわち Rs, Rt の位置関係は

図 11(a)，(b)，(c) のいずれかになる．図 11(a)，

(b) の場合は ¬(y1 < b2) であり，変形操作は横方

向のみなので操作後のセグメント領域は共有点を

持たない．図 11(c) の場合は ¬(a1 < x2) であり，

¬(a1 + d < x2 + d) から操作後のセグメント領域は

共有点を持たない．

a1 が分割線上にある場合，s, t とも stretch が行

われるはずである (図 11(d))．この場合，¬(y1 < b2)

で変形操作は横方向のみなので操作後のセグメント

領域は共有点を持たない．

(2) y1 ≤ b1 のとき

(1) と同様．

したがって，Rightにおいては自己交差なく疎である．

Light においても自己交差なく疎である．

また，d を十分大きくとっていれば，w のセグメ

ント領域に sc′ の他のセグメントが存在することは

ない．

したがって，sc′ は自己交差せず疎になる．

[性質 4] sc の両端のセグメント t1, tn および sc′ の

両端のセグメント t′1, t
′
n を考える．

term(tn) が分割線または Right に属するとする．

t′n が tn に stretch を施した結果得られた場合は，t′n

のセグメント領域は変えずに term(t′n) における接線

の傾きを term(tn) と同じになるように t′n を変更す

る．これは補題 1 の逆を考えると可能である．する

と，tn に対する操作が move でも stretch でも，結

果として得られる term(t′n) は，x 座標を term(tn)

から d だけ右方向に移動，y座標は不変で，接線の傾

きはもとのままのものである．一方，sc は scurveの

開埋め込みに簡約規則 (r1)を適用したもので，l1, l2

部分は操作していないことから，term(tn) における

接線は任意のセグメント ti (1 ≤ i ≤ n) と交差しな

い．sc の任意のセグメントで，セグメント領域が分

割線または Right と共有点をもつものは，そのセグ

メント領域の右上および右下の点はセグメント変形

の操作によって d だけ右に平行移動している．した

がって term(t′n) における接線が Right において他

の任意のセグメントと交差することはない．Left に

属する場合も同様．

同様に，init(t′1) における接線が他の任意のセグメ

ントと交差することはない．

さらに，この２本の接線の傾きは sc における端点

の接線の傾きのままにしていることからこれらの接

線が交わることはない．

したがって，sc′ は開埋め込みである． 2

この補題から以下の定理が成り立つ．

定理 1 許容可能な scurve に対して簡約部分以外が

疎な埋め込みになっているとき，scurve に簡約規則

(r1)を １ 回適用して得られる scurveは許容可能で

ある．



図 12 簡約規則 (r2) に関する表記 (yp < yq < yr の

とき)

3. 4 簡約規則 (r2)に関する許容可能性保持

許容可能な scurve に対して，それを xy-平面上に

埋め込み，その図の上で簡約後の scurve の埋め込み

の原型を作成する．

xy-平面に埋め込んだ図において以下のように名前

をつける (図 12)．

• s1 · s2 · s3 · s4: 簡約を適用するセグメント列 (回

転方向は ++−−とする．)

• P : init(s1)

• Q: init(s3)

• R: term(s4)

• l1: init(s1) に連結する scurve の埋め込み部分

および始点における接線の始点方向への延長

• l2: term(s4) から連結する scurve の埋め込み部

分および終点における接線の終点方向への延長

• LB: init(s1) から下方向に y 軸に平行に延長し

た半直線

• RB: term(s4) から上方向に y 軸に平行に延長

した半直線

平面上で LB, s1, s2, s3, s4, RB をこの順につない

で構成される曲線を分割線とする．

補題 3 開埋め込みにおいて l1, l2 のセグメントが疎

な埋め込みのとき，簡約規則 (r2) 適用後の scurve

の埋め込み sc = t1 · t2 · . . . · tn に対して，セグメ
ント変形の操作を施すことによって得られた曲線を

sc′ = t′1 · t′2 · . . . · t′n とすると，補題 2の 4 つの性質

が成り立つ．

(a) move left

(b) move right

(c) stretch left

(d) stretch right

(e) stretch both

図 13 セグメント変形の操作 (r2)

証明)

P,Q,R の縦方向の位置関係によって簡約で置き換

えるセグメントの形状が変わるため，場合分けして考

える．

P,Q,R の y 座標をそれぞれ yp, yq, yr とする．



(Case1) yp < yq < yr のとき (図 12)

以下のように定義する．

• w1: P,Q を結ぶ回転方向 + のセグメントで

s1, s2 と交差しないもの

• w2: Q,R を結ぶ回転方向 − のセグメントで
s3, s4 と交差しないもの

• C1: s1, s2, w1 で囲まれる領域

• C2: s3, s4, w2 で囲まれる領域

セグメント列 s1 · s2 · s3 · s4 を w1 ·w2 に置き換え

た曲線を sc とおく．

そのままでは自己交差してしまう場合があるので，

変形していく必要がある．

l1, l2 がともに C1, C2 のいずれとも共有点を持た

ない場合，sc を変形する必要はない．

l1, l2 のいずれかが C1, C2 のいずれかと共有点を

もつ場合，十分大きな距離を d とし，l1, l2 に属する

各セグメントに対してセグメント変形の操作を施し

た結果得られた曲線を sc′ とする．図 13に各操作に

対応する xy-平面上での変更を示す．

[性質１] 作り方から明らかに同型になる．

[性質 2] P,Q,R の位置関係から Q は尖点にはなら

ない．P,R はもともとの連結点であり w1 と s1, w2

と s4 はそれぞれ定性的に同型なので P,R におけ

る直接連結可能性は保持される．したがって，sc は

scurve の埋め込みになっている．Left に属する連結

点はすべて左方向に d だけ移動しており，Right に

属する連結点はすべて右方向に d だけ移動している．

各セグメントは定性的に同型のものに変更されてい

るので，すべての連結点において直接連結可能になっ

ている．また，補題 1 からゆるい変更をきつい連結

に変更することが可能なので，sc′ は尖点を持たない

ようにできる．

[性質 3] 簡約規則 (r1) の場合と同様にして自己交

差せず疎になることが証明できる．

[性質 4] 簡約規則 (r1) の場合と同様にして開埋め

込みになることが証明できる．

(Case2) yp < yr < yq のとき (図 14(a))

簡約によって置き換えたセグメント同士が直接連結

可能になっていないので，まずその処理をしてから操

作を行う．

P,Q を結ぶ回転方向 + のセグメントと Q,R を結

ぶ回転方向 − のセグメントの連結部分 Q は直接連

結可能にならないため，P,R を固定し Q を下に移動

させて Q′ とする (図 14(b))．

以下のように定義する．

• w1: P,Q′ を結ぶ回転方向 + のセグメントで

s1, s2 と交差しないもの

• w2: Q′, R を結ぶ回転方向 − のセグメントで
s3, s4 と交差しないもの

• X: w2 と s3 の交点

• T : term(s1)

• B: term(s3)

• C1: 領域 PTQXQ′P

• C2: 領域 XBR

この処理によってセグメント列 s1 · s2 · s3 · s4 を
w1 ·w2 におきかえた曲線を sc，それに対してセグメ

ント変形の操作を施した後の曲線を sc′ とおく．

[性質１] 作り方から明らかに同型になる．

[性質 2] これによって 2つのセグメント w1, w2 は

直接連結可能になる．また，w1 と s1, w2 と s4 はそ

れぞれ定性的に同型なので P,R における直接連結可

能性は保持される．したがって，sc は scurve の埋め

込みになっている．Left に属する連結点はすべて左

方向に d だけ移動しており，Right に属する連結点

はすべて右方向に d だけ移動している．各セグメント

は定性的に同型のものに変更されているので，すべて

の連結点において直接連結可能になっている．また，

補題 1からゆるい変更をきつい連結に変更すること

が可能なので，sc′ は尖点を持たないようにできる．

[性質 3][性質 4] (Case1) と同様に証明可能．

(Case3) yr < yp < yq のとき

(Case2) と同様に証明可能．

(Case4) yr < yq < yp のとき (図 15(a))

Q における直接連結可能性は成り立つが，P,R にお

いては直接連結可能性の条件を満たさない．

(Case5) yq < yr < yp のとき (図 15(b))

P,Q において直接連結可能性の条件を満たさない．

(Case6) yq < yp < yr のとき



(a) 移動前 (b) 移動後

図 14 連結点の移動 (yp < yr < yq のとき)

(a) yr < yq < yp のとき (b) yq < yr < yp のとき

図 15 連結点の縦の位置関係

(Case5) の場合と同様．

(Case7) yp, yq, yr の 2 つ以上が一致するとき

P,Q,R のいずれかで直接連結可能の条件を満たさな

いか，あるいは置き換えられるセグメントがない．

(Case4)(Case5)(Case6)(Case7) の場合，P,Q,R

のいずれかを動かし，(Case2) のような前処理をして

からセグメント変形の操作をすることで同様に証明

可能と考えられる． 2

この補題から以下の定理が成り立つ．

定理 2 許容可能な scurve に対して簡約部分以外が

疎な埋め込みになっているとき，scurve に簡約規則

(r2)を １ 回適用して得られる scurveは許容可能で

ある．

予想 1 scurve は許容可能ならば疎な埋め込みが存在

する．

この，予想が成り立てば，定理 1および定理 2の条

件は緩和され，「許容可能な scurve に簡約規則 (r1/r2)

を１回適用して得られる scurve は許容可能である」

となる．

4 関連研究

定性空間推論では，オブジェクト同士の相対的位置

関係や方向関係などを扱ったものが多い．これらに比

べて形状を扱うのは難しく研究も少ない．形状に着目

した定性空間推論手法の多くは，画像上のオブジェク

トの輪郭を複数個のセグメントに分割し，各セグメン

トの形状の特徴を記号で表現し，それらの列としてオ

ブジェクトの概形を表しており [1] [5] [8] [16]，本研究

でも同様の手法をとっている．逆に，定義に従った記

号列が与えられたとき，2 次元平面上に対応する図が

描ける保証はなく，また，描けたとしても自己交差し

たりらせん状になると，自然界のオブジェクトの輪郭

としては妥当でない．しかし，このような側面を対象

とした研究はほとんど見当たらず，さらに，これらの

体系を形式化したものはわずかである [4] [10] [15]．

Grüninger らはオブジェクト同士の包含関係を対

象とした定性空間推論の体系 RCC について定理証

明系 Prover9 を使って形式化と証明をしている [6]．

一般に，証明支援系を使った図形の性質の証明として

は初等幾何の性質を扱ったものやトポロジーとして完

全に抽象化したものが多く，記号表現を対象としたも

のはほとんどない．

曲線やオブジェクトの形状の特徴を扱う研究分野と

してはトポロジーをはじめいくつかの分野があるが，

本研究の表現方法は，トポロジーよりも細かな分類と

なっている．曲線の自己交差については，グラフ理論

におけるグラフの埋め込みで扱われているが，そこ

では平面上におけるノード間の接続関係のみが問題

になる．本研究では，ノード間の方向関係およびエッ

ジの凸性まで考慮していることからグラフの埋め込

みよりも制約条件はきつい．

5 おわりに

本発表では，定性曲線の 2 次元平面への埋め込み

においてらせん状にならないように描く方法がある

かを判定する際に使用する簡約規則の性質の中で，許

容可能性保持の厳密な形式化を試みた．

簡約前の記号表現に対応する曲線を２次元平面上

に描いてそれをもとに簡約後の記号表現に対応する

曲線の原型を作成し，それを変形していくことで，セ

グメント間の連結条件を満たし，各セグメントの定性

的な形状を保持し，らせん状にならない曲線が得られ

ることを示した．

簡約規則 (r1)については証明は完了したが，簡約



規則 (r2) については未証明な部分が残っており，今

後の課題である．また，scurve の埋め込みが部分的

に疎であることを仮定したが，予想 1 が成り立てば，

この条件は緩和される．この予想の証明についても今

後の課題になっている．

最終的には，証明支援系の上での実装と証明を行う

予定である．
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