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異なる帰納スキームにまたがる性質の定理証明手法

吉丸 始須雄　高橋 和子

本研究は，自然数と二分木という異なる帰納スキームを対応させる手法として，二進数を利用するアプローチを提案
し，その対応関係について定理証明器 Isabelle/HOL による証明を行うものである．
定理証明では一般に，帰納的推論による証明が行われる．そのため，自然数と二分木の対応関係について議論す

るには，まずそれらの帰納スキームを対応させることが必要となる．
ここでは，二分木構造を用いた具体的な事例として理想的電子現金方式に着目し，その条件のひとつである分割

利用可能性についての検証を試みた．これは，一度発行された電子現金を，利用合計金額が額面の金額になるまで何
度でも使うことができる，という性質である．この性質が，自然数と二分木の対応関係について記述したモデルの上
で成り立っていることを証明することにより，二分木構造の電子現金と自然数としての金額が対応していることを示
した．

1 はじめに

システムが仕様を満たしているかどうかを確認する

手段として，数理的技法と呼ばれる検証手法が注目さ

れている．これはシステムを実際に動かし，膨大なテ

ストケースによって安全性を保証する手法と異なり，

計算機を利用することによって強力かつ効率的に検

証を行えることを特徴とする．この数理的技法は，モ

デル検査と定理証明という 2 つの枠組みに分けられ

る．モデル検査とは，システムを状態遷移モデルとし

て記述し，起こり得る全ての遷移について自動的に探

索を行うことによって，システムに求められる性質が

成り立つかどうかを検証するというものである [2][3]．

一方定理証明とは，システムを数学的モデルとして記

述し，システムに求められる性質が成り立つことを，

推論によって証明するというものである．代表的な定

理証明器として Isabelle/HOL [8], ACL2 [6], PVS [5],

Coq [4] などがあるが，本研究では Isabelle/HOL を
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用いて，定理証明による検証を扱う．

Isabelle/HOL は，高階論理 HOL (Higher-Order

Logic) の体系に基づき，与えられた命題を半自動的

に証明する対話型証明支援システムである．証明に

は帰納的推論が用いることが多く，そのため対象と

なるシステムを帰納的モデルとして記述するのが一

般的である [7] [13]．Paulson らは，暗号プロトコルを

Isabelle/HOL で帰納的にモデル化して証明した [11]．

その後，Kerberos や TLS などの複雑なプロトコル

も，このアプローチを使って証明され [1][12]，暗号プ

ロトコルの安全性の証明は Isabelle/HOL の得意と

する分野のひとつとなった．このアプローチでは，プ

ロトコルをイベントの列として捉え，起こり得るイ

ベント列のパターンを集合としてモデル化している．

そこでは，イベントが 1 つ増えるとイベント列も 1

つ増えるため，自然な帰納的定義がなされている．

Isabelle/HOL のライブラリには，他にも多くの検

証例があるが，用いられるデータとしては自然数や

リスト，集合などが主流である．それらの構造を帰納

的に定義した場合，Successor は 1つであり，帰納ス

キームとしてはどれも同じ構造になる．一方，二分木

の場合は Successor が 2 つであり，その上で成り立
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つ性質は問題なく証明できる．ところが，現実の問

題への適用を試みる場合，たとえば自然数と二分木，

リストと二分木のような，異なる帰納スキームをも

つデータ間にまたがる性質が必要となることがある．

リストと二分木にまたがる性質の検証や両者の変換

については，Preorder や Postorder, Inorder などで

ノードを辿ることによって実現可能であるが，これら

はリスト中に二分木構造を埋め込んだ構造を使ってお

り，純粋に Successor が 1 つであるリスト構造を用

いた定義にはなっていない．したがって，二分木と自

然数にまたがる性質を証明する方法が必要となる．

二分木は様々なアプリケーションで使用されるデー

タ構造であるが，対象によっては二分木が特殊な性質

をもつことがある．たとえば，著者らがモデル化と検

証を行った電子現金方式では，電子現金の構造として

二分木が用いられており，二分木の各ノードの値が常

に子ノードの値の合計となるような性質をもっていた

[14] [15]．二分木の親子ノード間に関係が存在するた

め，ノードを辿るだけでは電子現金の構造とその金額

との対応関係を導くことができず，二分木と自然数と

いう異なる帰納スキーム間にまたがる性質の扱いは非

常に困難であった．また，Successor が 2つのデータ

から 1つのデータへの変換は比較的容易に行うこと

ができるが，自然数から二分木のように，Successor

が 1 つのデータから 2つのデータへの変換には帰納

スキームに関する何らかの工夫が必要となり，一筋縄

では解けない問題となっていた．著者らは，自然数か

ら二分木への変換を行う際に，中間データとして二進

数リストを用意することにより，これらの問題を解決

した．本論文では，この電子現金を事例とし，異なる

帰納スキームにまたがる性質を Isabelle/HOL で証明

する手法を提案する．これによって，Isabelle/HOL

の応用範囲を広げることを目標とする．

本論文の構成は以下の通りである．まず，第 2 節

では理想的電子現金方式の 6 条件と，二分木構造の

電子現金の仕組みについて述べる．第 3 節では二分

木構造の電子現金を形式化する手法について，第 4

節ではその上で分割利用可能性を検証する手法につ

いてそれぞれ述べた後，第 5 節で異なる帰納スキー

ムに関する議論を行い，第 6 節でまとめを述べる．

2 電子現金

現在世の中で使われている電子現金方式には，IC

カードなどに電子情報として収納することによってオ

フラインで利用する方法や，クレジットカードのよう

に後日決済する方法，小売店が銀行にリアルタイム

で問い合わせることによって電子現金を利用する方

法などがある．しかし，それぞれ「物理媒体に依存し

ている」，「利用者のプライバシーが保障されない」，

「通信コストや処理時間が大きくなってしまう」など

の問題点が存在する．それらの問題を解決するため，

理想的電子現金方式が提案された．

2. 1 理想的電子現金方式

理想的電子現金方式とは，いかなる物理媒体にも依

存せず，情報そのものが電子現金となるような形で電

子財布に格納される形態でありながら，オフラインで

の利用やプライバシーの遵守などを実現する，まさに

理想的な電子現金方式のことである．しかしながら，

情報は極めて容易に全く同一のコピーが可能であり，

何の痕跡も残さずにデータを改竄することさえ可能

であるため，不正利用の防止にも力を入れる必要が

ある．

岡本らは，理想的電子現金方式の満たすべき性質と

して，以下の 6 条件を定義している [9]．

1. 完全情報化 : 電子現金が完全に情報のみで自立

して実現されていること．

2. 安全性 : 電子現金の複製，偽造等による不正利

用ができないこと．

3. プライバシー : 利用者の購買に関するプライバ

シーが，小売店や銀行が結託しても露見しない

こと．

4. オフライン性 : 小売店での電子現金支払い時の

処理が，オフラインで完結すること．

5. 譲渡可能性 : 電子現金を他人へ譲渡可能である

こと．

6. 分割利用可能性 : 一度発行された電子現金を，

利用合計金額が額面の金額になるまで何度も使

えること．

最後の 2 条件 (5), (6) は，電子現金の利便性を考
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図 1 二分木構造と利用可能性

慮すると当然要求されるものである．しかし，特に

(6) の分割利用可能性については，比較的厳しい条件

とされている．そのため，ここでは分割利用可能性に

ついて検証を行うことにする．

2. 2 二分木構造

岡本らの提案した理想的電子現金方式には，データ

構造として二分木が採用されている [10]．二分木の各

ノードには，それぞれ該当金額と利用可能性が設定

されており，それらの値に基づいて残額計算や支払い

操作などを行うよう設計されている．また，これによ

り，分割利用可能性も効率的に実現されている．

各ノードの該当金額は子ノードの該当金額を合計

したものになっている．たとえば，左右の子ノードが

どちらも 1000 円に該当するならば，その親ノードは

2000 円に該当することになる．電子現金の利用精度

（利用する金額の最小単位）は用途に応じて変更する

ことができ，たとえば 1 円単位，100 円単位などの

設定が考えられる．また，利用可能であるノードの

子孫ノードは全て利用可能であり，利用不可能である

ノードの祖先ノードは全て利用不可能である．当然な

がら，利用不可能であるノードを利用することはでき

ない（図 1参照）．

電子現金全体としての金額は，ノードの該当金額と

利用可能性によって決定される．ルートノードから順

に利用可能性を判定し，ノードが利用可能であれば該

当金額をそのままノードの金額とし，利用不可能で

図 2 二分木構造における支払い

あれば左右の子ノードの金額の合計を自身の金額と

する．そして最終的に求まるルートノードの金額が，

その電子現金の金額となる．たとえば，1は 7 円の電

子現金として扱われ，2 は 5 円の電子現金として扱

われる．

次に，支払い操作の規則について説明する．

1. 利用者は利用可能ノードの中から，利用したい

金額のノードを選択する（図 2参照）．

2. 選択したノードと，連結する全ての祖先ノード

と子孫ノードを利用不可能とする．

3. 以上の操作を，合計金額が支払い額に相当する

まで実行する．

これにより，支払い金額と支払い後の電子現金の残額

の合計が，支払い前の電子現金の残額と常に一致する

ようになる．また，各ノードの利用可能性についても

適切に再設定されているため，何度も同じ電子現金を

利用することが可能である．

この電子現金は，安全性やプライバシー保護のた

め，全てのノードに暗号化が施されている．このた

め，支払いに利用するノードについて，解読のための

鍵を小売店に公開し，小売店はその全てのノードに

ついて正当性の検証と支払い処理を行うことになる．

仮に，金額の最小単位をリスト構造として並べたよ

うな単純な構造の電子現金があった場合，処理にかか

る時間は単純に金額に比例することになる．しかし，

二分木を利用する本方式の場合，選択したノードに

対してだけ処理を行えば良く，処理時間は格段に短縮

される．逆に，二分木構造によるデメリットは特にな
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く，理想的電子現金方式を実現する上で最も理に適っ

た構造だと言える．

3 形式化

Isabelle/HOL において，証明には主に帰納的推論

を用いるため，電子現金を帰納的モデルとして記述す

る必要がある．しかし，ここで扱う電子現金は二分木

構造であり，金額は自然数であるため，帰納スキーム

の異なる両者を対応付けなければならない．そこで，

本研究では中間データとして二進数を利用し，自然数

から二分木への変換を行った．更に，電子現金の残額

確認や支払い操作など，必要な関数を定義した．

3. 1 電子現金の作成

二分木を表す型を tree，電子現金を表す型を money

とし，次のように定義する．

datatype

’a tree = Tip

| Node ’a "’a tree" "’a tree"

types

money = "(nat * bool) tree"

money は二分木構造であり，各要素は nat と bool

の組になっている．前者はノードの該当金額を，後者

はそのノードが利用可能かどうかをそれぞれ表して

いる†1．

ここでは，n 円の電子現金を作成する関数として，

自然数 n を引数に取り，money 型の解を返す関数

cash を定義する．しかし，cash 0 の場合は解を Tip

とすれば良いが，cash (Suc n)（Suc n は n + 1 を

表す）の場合，左右の子ノードの構造について帰納

的に定義することは困難である．何故なら，2 つの子

ノードに対し，自然数 n という値をどのように扱え

ば良いのか分からないためである．

ここで，本電子現金方式の利用可能性についての

規則に着目する．すなわち，利用可能であるノードの

子孫ノードは全て利用可能であり，利用不可能である

ノードの祖先ノードは全て利用不可能である，という

†1 ノードの該当金額が 2n × a 円である場合，money

型では n のみを値として持つことに注意．ただし，a

は電子現金の利用金額の最小単位（利用精度）とする．

性質である．仮に，利用可能であるノードが全て左側

に集約され，利用不可能であるノードが全て右側に集

約された電子現金を作成したとすると，全てのノード

が利用可能である場合を除き，左の子ノードの利用可

能性から次のように真偽値リストへ変換することが

できる．

1. 左の子ノードが利用可能である場合，True を

出力して右の子ノードへ進む．

2. 左の子ノードが利用不可能である場合，False

を出力して左の子ノードへ進む．

3. 末端のノードまで辿り着いた時点で終了．

(1) では，左の子孫ノードは全て利用可能であると

判断できるため，右の子ノードへ進んでいる．逆に

(2) では，右の子孫ノードは全て利用不可能であると

判断できるため，左の子ノードへ進んでいる．

また，これは逆も成り立つ．すなわち，真偽値リス

トから二分木構造の電子現金へ変換するアルゴリズ

ムは，次のようになる（図 3参照）．

• リストの先頭が True である場合，左の子孫ノー

ドを全て利用可能とし，リストの残りを右の子

ノードへ渡す．

• リストの先頭が False である場合，右の子孫

ノードを全て利用不可能とし，リストの残りを左

の子ノードへ渡す．

• リストが空になった時点で終了．

ただし，辿ったノードは全て利用不可能ノードとして

設定する．

このアルゴリズムに基づき，真偽値リストから電

子現金へ変換する関数を帰納的に記述する．ここで，

全てのノードが利用可能である電子現金を出力する

関数を full_money，全てのノードが利用不可能で

ある電子現金を出力する関数を empty_money とし，

出力する木の深さを引数として与えるものとする．

このとき，真偽値リストを電子現金に変換する関数

bs_to_money は，次のように定義できる．
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図 3 真偽値リストから二分木への変換

primrec

bs_to_money :: "bool list ⇒ money"

where

"bs_to_money [] = empty_money 0" |

"bs_to_money (b#bs) = (if b

then Node (length (b#bs), False)

(full_money (length bs)) (bs_to_money bs)

else Node (length (b#bs), False)

(bs_to_money bs) (empty_money (length bs)))"

b#bs は真偽値リストであり，b は先頭要素，bs は

残りのリストを表している．また，length bs はリ

スト bs の長さであり，この値がそのまま子ノードの

深さに対応している．なお，各ノードが保持する値

にも木の深さを採用しているが，この値を n，電子

現金の利用精度を a 円単位としたとき，実際のノー

ドの該当金額は 2n × a 円に設定されていることにな

る．たとえば末端のノードの場合，深さは 0 であり，

該当金額は 20 × a = a 円．また，木の深さが 4 で

あるノードの場合，該当金額は 24 × a = 16a 円とな

る．以下では分かりやすさのため，a = 1 として話を

進める．

この関数を利用することにより，自然数から電子

現金を作成する関数 cash を以下のように定義する

ことができる．すなわち，電子現金の金額が 2 の累

乗なら full_money によって電子現金を作成し，そ

うでなければ一度自然数を真偽値リストに変換し，

bs_to_money を利用して電子現金を作成する関数と

なる．
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primrec

cash :: "nat ⇒ money"

where

"cash 0 = Tip" |

"cash (Suc n) =

(if (Suc n) = 2 ^ num_digits (Suc n)

then full_money (num_digits (Suc n))

else bs_to_money (bit_seq (Suc n)))"

ここでは，自然数を真偽値リストに変換する関数と

して bit_seq を用意した．この関数の定義について

は次節で述べる．

3. 2 二進数リストの作成

まず，前節で用いた真偽値リストについて考察す

る．リストの要素が True であり，残りのリストの長

さが n であるとき，左の子ノードの金額が 2n 円で

あることが分かる．一方，リストの要素が False で

あるとき，右の子孫ノードは全て利用不可能であり，

左の子ノードの金額は少なくとも 2n 円未満である．

つまり，True なら 2n 円に対応し，False なら対応

していないと言える．これは，二進数の性質に酷似し

ている．

二進数の場合，n 桁目に着目したとき，その値が

1 であれば 2n−1 が加算され，0 であれば加算されな

い．つまり，自然数から目的の真偽値リストへ変換す

るには，十進数から二進数への変換を行えば良いこと

になる．

ただし，十進数から二進数へ変換する関数を定義す

る際には，多少の工夫が必要である．たとえば，二進

数変換の最も一般的な方法で関数を定義すると，次の

ようになる．

fun

bit_seq’ :: "nat ⇒ bool list"

where

"bit_seq’ n = (if n=0 then []

else (n mod 2 = 1) # bit_seq’ (n div 2))"

十進数の 13 を二進数に変換すると 1101 である

が，bit_seq’ 13 の解は [True,False,True,True]

となり，逆順で出力される．一般的な二進数変換では，

値は最下位から決まっていくため，この定義では逆順

リストしか得られない．この結果を bs_to_money の

引数として利用しようとすると，まず逆順リストを元

の順序に直す必要があるが，リストの逆順処理は帰

納的な証明との相性が悪く，証明が困難になってしま

う．そこで，この問題を解決するために，先頭から値

が定まる二進数変換アルゴリズムを提案する．

まず，二進数の桁数に着目する．最上位が何桁目に

なるのかさえ分かってしまえば，あとは全体の数から

2 の累乗の値を順に引き算していくだけである．たと

えば 13 の場合，二進数に直すと 4 桁であるから，次

のように 24−1 から引いていけば良い．

1. 13 − 23 = 5

2. 5 − 22 = 1

3. 1から 21 を引くことはできないため，そのまま．

4. 1 − 20 = 0

このとき，引き算が成立した部分を 1，そうでな

い部分を 0 に対応させると，1101 という結果が得ら

れる．

また，二進数には，2 で割ると 1 ビット右にシフ

トし，桁数がひとつ下がるという性質がある．この性

質を利用し，二進数の桁数を求める関数 num_digits

を次のように定義した．

fun

num_digits :: "nat ⇒ nat"

where

"num_digits n = (if n ≤ 1 then 0

else Suc (num_digits (n div 2)))"

定義から分かるように，2 で割った数の桁数を求め，

そこに 1 を足した数が解となっている．ただし n = 1

の場合，二進数における桁数は 1 であるにもかかわ

らず，この関数では 0 を解としているため，n = 2 以

降の解もそれぞれひとつずつ小さくなっている．これ

は，二進数変換の際，常に桁数より 1 だけ小さい数

を利用するためである．

この関数を利用することにより，十進数を二進数に

変換する関数 bit_seq を次のように定義できる．
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primrec

calc_bit_seq :: "nat ⇒ nat ⇒ bool list"

where

"calc_bit_seq 0 m = [m=1]" |

"calc_bit_seq (Suc n) m = (if 2 ^ Suc n ≤ m

then True # (calc_bit_seq n (m - 2 ^ Suc n))

else False # (calc_bit_seq n m))"

primrec

bit_seq :: "nat ⇒ bool list"

where

"bit_seq 0 = []" |

"bit_seq (Suc n) =

calc_bit_seq (num_digits (Suc n)) (Suc n)"

関数 bit_seq は，num_digits の値を求めて関数

calc_bit_seq へ引き渡す役割であり，関数の実質的

な本体は calc_bit_seq である．第 1 引数が二進数

の桁数，第 2 引数が二進数へ変換する自然数を表し

ており，先に述べたアルゴリズムを忠実に実装してい

る．この関数により，自然数から二進数リストを先頭

から順に作成することができるようになった．

3. 3 電子現金の残額

次に，与えられた電子現金の残額を計算する関数を

定義する．

primrec

money_amount :: "money ⇒ nat"

where

"money_amount Tip = 0" |

"money_amount (Node x l r) = (if usable x

then 2 ^ amount x

else money_amount l + money_amount r)"

usable はノードの利用可能性を，amount はノー

ドの該当金額に対応する値（2 の累乗に対する指数）

をそれぞれ返す．ここで定義した関数 money_amount

は，電子現金の二分木をルートノードから順に辿り，

それぞれのパスで最初に現れた利用可能ノードの該当

金額を全て合計し，電子現金全体の残額を算出する．

3. 4 電子現金での支払い

次に，電子現金から任意の金額を支払う操作を定義

する．

primrec

pay :: "money ⇒ nat ⇒ money"

where

"pay Tip n = Tip" |

"pay (Node x l r) n = (if n = 0

then Node x l r

else if (usable x ∧ 2 ^ amount x ≤ n)

then empty_money (amount x)

else if (money_amount l < n)

then Node (amount x, False)

(empty_money (money_depth l))

(pay r (n - money_amount l))

else Node (amount x, False) (pay l n) r)"

関数 money_depth は，電子現金の二分木構造の深

さを表している．関数 pay は，左の子ノードから優

先的に支払う関数として定義した．左の子ノードだけ

で支払いを済ますことが出来る場合は左へ進み，そう

でない場合は左の子孫ノードを全て利用不可能にし

た後，その差額を支払う金額として更新し，右へ進ん

でいる．なお，この関数では，電子現金の残額以上の

金額を支払うことはできない．

3. 5 電子現金の検査

最後に，証明の際の補助的な関数として，与えら

れた電子現金が正しく構成されていることを保証す

る関数 check_money を定義する．検査項目は 2 つあ

り，1 つは二分木の構造に関する規則，もう 1 つは

2.2 節で述べた利用可能性に関する規則である．前者

を関数 check_form, 後者を関数 check_rule として

それぞれ定義したが，詳しい定義については割愛す

る．check_money の定義は次の通りである．

definition

check_money :: "money ⇒ bool"

where

"check_money c ≡ check_rule c ∧ check_form c"

4 検証

本研究で検証する分割利用可能性とは，「一度発行

された電子現金を，利用合計金額が額面の金額にな

るまで何度も使えること」である．この性質につい

て，自然数リストの要素を足し合わせる関数 listsum

と，リストに対して畳み込み演算を行う関数 foldl

を利用し，次のように記述した．なお，listsum と
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foldl はいずれもリストを扱うための関数として，

Isabelle/HOL に標準で備わっているものである．

theorem divisibility:

"n ≥ listsum ms

=⇒ money_amount (foldl pay (cash n) ms)

= n - listsum ms"

ms = [m1, m2, m3, ..., mn] とおいたとき，

listsum と foldl を展開すると次のようになる．

"n ≥ m1 + m2 + m3 + ... + mn

=⇒ money_amount (pay ... (pay (pay (pay

(cash n) m1) m2) m3) ... mn)

= n - (m1 + m2 + m3 + ... + mn)"

この定理は，リスト ms には支払い額がいくつも格

納されており，それを n 円分の電子現金から順番に

支払っていくとき，最終的な残額が正しいことを表し

ている．また，残額の正しさだけでなく，同じ電子現

金を何度も繰り返して支払いに利用可能であること

も示している．

上記の定理を以下の手順で証明する．

ある電子現金が check_money を満足するとき，

合計が限度額を超えない限りいくら支払っても

check_money を満足する．
lemma check_money_for_fold_pay:

"[[check_money c; money_amount c ≥ listsum ms]]

=⇒ check_money (foldl pay c ms)"

cash によって作成された電子現金は check_money

を満足する．

lemma check_money_for_cash:

"check_money (cash n)"

ある電子現金が check_money を満足するとき，金

額以内であれば支払いは正しく行われる．

lemma succeed_payment:

"
∧
n. [[check_money c; n ≤ money_amount c]]

=⇒ money_amount (pay c n)

= money_amount c - n"

cash によって作成された電子現金は，金額を正し

く算出する．

lemma money_amount_of_cash:

"money_amount (cash n) = n"

定理 divisibility を証明するために用意した全

補題数は約 60であるが，ここでは特に重要な補題と

して，電子現金から自然数へ対応させるために利用し

たものを紹介する．

自然数 n が 2 の乗数でない場合，関数 cash に

よって n から作成された電子現金は，左の子ノー

ドが必ず利用可能ノードとして設定される．利用可

能ノードが全て左側に集約されるという cash の性

質から，右の子孫にひとつでも利用可能ノードが存

在するならば，左の子孫ノードは全て利用可能とし

て設定される．このとき，左の子の金額は「n を超

えない最大の 2 の乗数」であると言え，その値は，

2 ^ num_digits n となる．また，右の子の金額はそ

の差額であり，n - 2 ^ num_digits n となる．こ

の性質は以下のように記述される．

cash n を展開する．

lemma

"[[n 6= 2 ^ num_digits n; bit_seq n = b#bs]]

=⇒ money_amount (cash n)

= money_amount (Node (length (b#bs), False)

(full_money (length bs)) (bs_to_money bs))"

cash n の左の子ノードを展開する．

lemma

"[[bit_seq n = b#bs; n 6= 2 ^ num_digits n]]

=⇒ money_amount (full_money (length bs))

= money_amount (cash (2 ^ num_digits n))"

cash n の右の子ノードを展開する．

lemma

"[[bit_seq n = b#bs; n 6= 2 ^ num_digits n]]

=⇒ money_amount (bs_to_money bs)

= money_amount (cash (n - 2 ^ num_digits n))"

5 議論

今回証明した電子現金の性質を二分木の問題とし

て一般化すると，次のようになる．与えられた自然数

から，各ノードの値が子ノードの値の合計となるよう

な二分木を生成し，その二分木の上でノードを除去す
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るという操作が定義されたとき，あるノードを除去

した結果得られる二分木の値は，元の二分木と切り

離したノードとの値の差である．電子現金の例では，

ノードを切り離す操作が電子現金の支払い操作，ノー

ドの値が電子現金の金額にそれぞれ対応している．

この問題のモデル化においては，基本データ構造と

なる二分木とその上での操作を帰納的に定義するが，

証明の際に帰納スキームがうまく働くような工夫が必

要になる．そのために，自然数と二分木を対応付ける

必要があるが，これらの帰納スキームは異なるため，

直接対応付けるのは難しい．著者らはこの問題を，中

間データを用意することによって解決した．

今回は二分木の末端ノードの値が 20 × a に固定さ

れていると解釈し，自然数から二分木を生成した．こ

の場合，二分木のもつ性質が二進数のものと酷似して

いるため，二進数を中間データとして利用することが

できた．一般に二進数はリストとして表現できるた

め，自然数とも帰納的に対応する．しかし，ナイーブ

な二進数変換手法ではリストの末尾から要素を決定

するため，リスト本来の帰納構造から外れてしまうと

いう懸念があった．そこで著者らは，二進数の桁数を

利用した定義によって，先頭から要素を決定する二進

数変換アルゴリズムを提案した．また，証明において

は，それぞれの対応関係を順次指定していくことによ

り，自然数と二分木という異なる帰納スキームにまた

がる性質を扱うことができた．

一般に，自然数からある解釈や性質を踏まえた二分

木を生成する場合，それらに適した中間データを用意

することで，中間スキームとして自然数と二分木を繋

ぐことができる．

6 おわりに

本研究では，理想的電子現金方式の一条件である分

割利用可能性について，帰納関数による形式化と定理

証明による検証を与えるとともに，異なる帰納スキー

ムにまたがる性質の定理証明手法を提案した．帰納的

な定義や推論は，ほとんどの定理証明器で採用されて

いるが，このような性質を扱った事例は今までにない．

したがって，本研究で示した手法が Isabelle/HOL に

おける証明の補助となり，応用範囲が広がることが期

待される．

今後の方針としては，二分木の末端ノードの値を一

般化したモデルに対して，同じように中間データを用

意することで証明できることを示すつもりである．

謝辞 二分木構造の電子現金について，提案者であ

る岡本氏にご指導を賜りました．謹んで感謝の意を表
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