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あらまし 本発表では，2次元平面上の複数の曲線有限部分が端点以外の１点で外接し，この外接点がすべての曲線で

共有されるとき，これらの曲線の端点を結ぶことで交差することなく 1本の閉曲線を描くという問題に取り組む．こ

のような閉曲線が描けるために端点をつなぐ順番が満たすべき条件を示す．証明では，補助的に滑らかな単純円周上

に偶数個の点を配置し，まずそれらのペアを結ぶと円の内部で交差なくエッジが描けることを示し，その結果を使っ

て外部でも交差なくペア同士を結ぶ曲線が描けることを示す．
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Abstract We address the problem: when a multiple finite curved line segments share one tangent point other

than their end points on a two-dimensional plane, if we connect their end points in a given order, whether we can

draw a closed curve without an intersection. We show the condition that an order of connecting the line segments

should satisfy. On proving this, we considering an even number of points on a simple circle; we show that we can

draw egdes without crossing with each other by connecting pairs of the points inside of the circle; and that from

this result, we can also draw them outside of the circle.
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1. は じ め に（注1）

定性空間推論は図形やオブジェクト画像から注目すべき必要

な情報のみを抽出することで数値データではなく定性的に記号

表現しその表現上で推論をする手法である [1], [2]. この手法は

人間の認知や理解と合致した表現や推論ができるため，人工知

能の一分野から出発した後様々な学際的研究を産み出した．空

間オブジェクトの性質としては，オブジェクト同士の包含関係，

相対的位置関係，オブジェクトの形状など様々なものがある．

形状に関する定式化はいくつか提案されているが，多くは 2次

元上の図形を対象とし，その境界線をセグメントに分割してそ

れぞれの特徴を列とする手法である [3]～[6].

Tosue らは　 Leytonの手法 [4], [5]を拡張して発生生物学で

（注1）：第一著者の現所属：株式会社トヨコー

見られる器官形成過程に応用した [7]. 器官形成の過程では肺胞

と呼ばれる球体から始まり，これがへこんだり分裂したりして

徐々に臓器の形が形成されていく．肺胞の表面は細胞シートで

覆われており，細胞シートが自己交差することはない．たとえ

ば図 1.は肺胞をオブジェクトとしてその 2次元平面への射影

を示すものであるが，オブジェクトは単純な凸円から図 1.(a)

のように変化することはあっても図 1.(b)のように変化するこ

とはない．後者では断面図の曲線は自己交差しておりオブジェ

クトの内部と外部を分割しない．

器官形成過程で見られる断面図を記号表現した場合，その表

現上で初期状態から到達可能な図形かどうかを判定できるだろ

うか？言い換えると，与えられた記号表現に対応する自己交差

のない（ただし外接点をもつ）単純閉曲線が描けるかどうか判

定する方法があるだろうか？複数の線分が１つの接点を形成す

るような交差のない閉曲線を考えると（図 2(a)）接点の近傍は
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(a) 可能なもの (b) 不可能なもの

図 1 細胞シートの形状の存在の有無.

図 2(b)のようになる．本稿では，ここから派生した問題とし

て，図 2(b)が与えられたときに線分の端点を結ぶことで平面

上に閉曲線を描くための端点を結ぶ順番について考察する．こ

の問題は，平面上に交差なく閉曲線を描くアルゴリズムを求め

る問題に帰着し，計算幾何学，グラフの平面埋め込み問題，地

図塗り分け問題だけでなく，結び目理論やホモトピー理論など

ともかかわるものである．

(a) オブジェクトの形状 (b) 共有接点の近傍

図 2 オブジェクトの形状と共有接点の近傍.

たとえば図 3に示す 5本の線分 l1, . . . , l5 を考えると，図 3(a)

の順番では交差なく閉曲線が描けるが，図 3(b)の順番では無

理である．

(a) 交差なし (b) 交差あり

図 3 線分をつなぐ順番.

本研究ではこの問題を定式化し，線分を結ぶ順番が満たす条

件を示す．証明では，補助的に滑らかな単純円周上に偶数個の

点を配置し，まずそれらのペアを結ぶと円の内部で交差なく

エッジが描けることを示し，その結果を使って外部でも交差な

くペア同士を結ぶ曲線が描けることを示す．

本稿は以下のように構成される．第 2.章では問題の定式化を

行い．第 3.章では, 順番の満たすべき条件を示す．第 4.章で

は, 補助円の内部で交差なくエッジが描けることを示す．第 5.

章では, この結果を使って補助円の外部で交差なくエッジが描

けることを示す．第 6. 章では, 条件の十分性について議論す

る．最後に第 7.章で，結論を述べる．

2. 準 備

まず，問題を以下のように定式化する．

2次元平面上の複数の曲線有限部分が端点以外の１点

で外接し，この外接点がすべての曲線で共有されると

き，これらの曲線の端点を結ぶことで交差することな

く 1本の閉曲線を描くことができるつなぎ方を求める．

まず，補助円として平面上の滑らかで微分可能な円を考える．

円周上の任意の点を原点 O と定め，円周上にO から時計回りに

互いに異なる 2n 個の Oとは異なる点 A1, . . . , An, A
′
n, . . . , A

′
1

をとる．この点の集合を Points と表記する．Points を 2分

割し，SR = {A1, . . . , An}, SL = {A′
n, A

′
n−1, . . . , A

′
1}とおく．

［定義 1］ (同一側, 反対側) 円周上の任意の異なる 2 点

A,B ∈ Points に対して，A,B ∈ SR または A,B ∈ SL の

とき，A,B は 同一側にある といい，A ∈ SR かつ B ∈ SL の

とき，A,B は 反対側にある という．

円周上での O からの距離によって順序関係 ≺ を定めると，
A1 ≺ A2 ≺ . . . ≺ An, A

′
1 ≺ A′

2 ≺ . . . ≺ A′
n となる．

［定義 2］ (相対点) pi, pj ∈ Points に対して i = 2n + 1 − j

のとき，pj を pi の相対点といい，compl(pi) と表記する．

［命題 1］ p1, p2 ∈ Points に対して p1 ≺ p2 ならば

compl(p1) ≺ compl(p2) である．

π = {c1, . . . , cn} を {1, . . . , n} の並び替えとし，この解釈を
与えることで円周上の点を結ぶ順番とする．

ci ∈ π の円周上における解釈を σ(ci) とする．エッジの端点

の番号の差が奇数か偶数かによって同一側の点を結ぶか反対側

の点を結ぶかを決める．

Points = {p1, p2, . . . , p2n} を円周上の点で時計回りにこの
順で出現するとする．すなわち，p1 ≺ p2 ≺ . . . ≺ pn, p2n ≺
p2n−1 ≺ . . . ≺ pn. p1, . . . , pn ∈ SR, pn+1, . . . , p2n ∈ SL が成

り立つ．

π が与えられたとき，i ∈ π に対して，f(i) = pi, g(i) =

compl(pi)と定める．

i = 1のとき

x1 = f(c1).

y1 =

{
f(c2) (c2 − c1が奇数)

g(c2) (c2 − c1が偶数)

i > 1のとき（ただし cn+1 = c1 とする．）

xi = compl(yi−1)
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yi =



f(ci+1) (ci+1 − ciが奇数かつ xi ∈ SR)または

(ci+1 − ciが偶数かつ xi ∈ SL)

g(ci+1) (ci+1 − ciが偶数かつ xi ∈ SR)または

(ci+1 − ciが奇数かつ xi ∈ SL)

この結果得られる円周上の点列を F (π) = {x1, . . . , xn}
とおく．σ1(ci) = xi, σ2(ci) = yi とする．また，

(x1, y1), . . . , (xn, yn) をそれぞれ円の内部で結ぶことによっ

て得られる図形を F(π) とする．

［例 1］ π = (1, 2, 3, 5, 4)のとき，F (π) を定める．

x1 = f(1) = p1.

y1 = f(2) = p2.

x2 = compl(p2) = p9.

y2 = g(3) = p8.

x3 = compl(p3) = p3.

y3 = g(5) = p6.

x4 = compl(p6) = p5.

y4 = f(4) = p4.

x5 = compl(p4) = p7.

y5 = g(1) = p10.

このように円の内部で線分をひいて得られる図 F(π) を図 4

に示す．F (π) = {p1, p9, p3, p5, p7} となる．

図 4 F((1, 2, 3, 5, 4)).

x1, y1, x2, y2, . . . , xn, yn の順に通ると Points に含まれるす

べての点をちょうど 1回ずつ通り，また，yn, x1 を加えること

で全体でつながった列を形成できる．

［定義 3］ (訪問点/未訪問点) π にしたがって i 本目のエッジ

を引く場合，1から i − 1番目までのエッジの端点になってい

る点を訪問点，それ以外を未訪問点とよぶ．

［定義 4］ (段) xi ∈ Points とする．xi, compl(xi) をそれぞ

れ円の i 段目とよび，i > j ならば i段目を j の上段，j 段目

を iの下段であるという．

3. 端点を結ぶ順番の満たす条件

ここでは，補助的に滑らかな単純円を考え，この円周上に 2n

個の異なる点を配置する．この点が曲線の端点に相当する．こ

の 2n 個の点を結ぶ順番を与え，それが満たすべき条件を示す．

まず，すべての頂点を 1 回ずつ使って n 個のペアを作って

エッジとして円の内部で結ぶと，円の内部で交差なくエッジが

描けることを示し，次にその結果を使って外部でも交差なく対

同士を結ぶ曲線が描けることを示す．

[条件１] π = (c1, . . . , cn) において，c1 < c2 < . . . < cl,

cn < cn−1 < . . . < cl+1 < cl を満たす l (1 ≤ l ≤ n) が存在

する．

π = (c1, . . . , cn)に対してπk = (ck, ck+1, . . . , cn, c1, . . . , ck−1)

（ただし k = 1, . . . , n)，π−1 = (cn, . . . , c1)とおく．π は並び

替えなので，π が条件１を満たすならば πk (k = 1, . . . , n)お

よび π−1 も条件１を満たす．

［定理 1］ 並び替え π = (c1, c2, . . . , cn) が条件１を満たすなら

ば求める閉曲線を描くことができる．

まず，π が条件１を満たすならば F(π) における n 本のエッ

ジは互いに交差しないことをいう．次に，π が条件１を満たす

ならばこのときの n個のペアそれぞれに対して円の外部で曲線

でつなぐことによって交差のない１つの単純閉曲線を作成する

ことができることを示す．

4. 円の内部で交差のないことの証明

円の内部で交差しないような n 個のエッジの組が存在するの

は明らかで，たとえば上から順番に左右と交互に 1段ずつ下り

ながら円を輪切りにしながら下まで辿ることによって達成でき

る．また，与えられた n 個の組が条件を満たすかどうか判定す

る線形時間のアルゴリズムも存在する．しかし，ここでは曲線

のセグメントの端点を結ぶ問題から派生しているため，あくま

でも曲線をつなぐ順番の満たす条件を考える必要がある．

［補題 1］ π が条件１を満たすとき，F(π) における n 本の

エッジは互いに交差しない．

証明）π = (c1, . . . , cn) が条件１を満たすとする．

F(π) を作成する際，前半 c1 < c2 . . . < cl と後半 cl+1 >

. . . > cn に分けて考える．

前半では c1 段目から c2 段目，c2 段目から c3 段目，. . . の領

域に１本ずつエッジを順次描いており，それぞれが交差するこ

とはない．同様に後半で描いたエッジ同士も交差しない．

以下では後半で描いたエッジが前半で描いたエッジが交差し

ないことを示す．

任意の j (l+1 ≤ j ≤ n)に対してσ1(cj)から σ2(cj)にエッジ

をひくとする．t = σ1(cj), s = σ2(cj)とおくと，s, t ∈ Points

であり，エッジ st は後半でひく線なので t は s の上段になる．

このときこのエッジは前半でひかれたどのエッジとも交差しな

いことを証明する．

(1) cj − cj+1 = 1のとき

s ≺ t であり隣接点を結ぶので他のエッジとは交差しない（図

5(1)）．

(2) cj − cj+1 = 3のとき

s, t は同一側にある．また，n = cj −1とすると，σ1(n)σ2(n)
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はすでに前半でエッジとしてひかれている．s′ = σ1(n), t
′ =

σ2(n)とおくと，s′ ≺ t′. t ≺ s′ ≺ t′ ≺ sまたは t ≺ compl(s′) ≺
compl(t′) ≺ sが成立する．したがって st は他のエッジとは交

差しない（図 5(2)）．

(3) cj − cj+1 = 2のとき

s, t は反対側にある．また，n = cj −1とすると，σ1(n)σ2(n)

はすでに前半でエッジとしてひかれている．s′ = σ1(n), t
′ =

σ2(n)とおく．

(3.1) t′ ≺ sかつ s′ が t よりも上段のとき．

s′t′ は前半でひかれたエッジなので s′ は t′ より上段にある．

したがって st と s′t′ は交差しない（図 5(3.1)）．

(3.2) t′ ≺ sかつ s′ が s よりも下段のとき．

(3.2.1) s′, t′ が反対側ならば s, t′ は同一側になり，両者の間に

は 未訪問点が偶数個存在する．それを s1 ≺ . . . ≺ s2k とする．

後半は未訪問点があれば必ず順番に訪問するため，compl(s) に

は compl(s1)からエッジがひかれており，その前にはその相対

点である s1 には s2 からエッジがひかれている．これを繰り返

すと compl(s2k)には t′ からエッジがひかれることになり，t′

は compl(s2k)と s′ の異なる 2点と接続されることになって矛

盾．したがって，このような場合はない（図 5(3.2.1)）．

(3.2.2) s′, t′ が同一側ならば s, t′ は同一側になり，両者の

間には 未訪問点が奇数個存在する．それを s1 ≺ . . . ≺ s2k−1

とする．後半は未訪問点があれば必ず順番に訪問するため，

compl(s) には compl(s1)からエッジがひかれており，その前

にはその相対点である s1 には s2 からエッジがひかれている．

これを繰り返すと s2k には t′ からエッジがひかれることにな

り，t′ は s2k−1 と s′ の異なる 2点と接続されることになって

矛盾．したがって，このような場合はない（図 5(3.2.2)）．

(3.3) s′ ≺ tかつ t′ が s よりも下段のとき．

s′t′ は前半でひかれたエッジなので s′ は t′ より上段にある．

したがって st と s′t′ は交差しない（図 5(3.3)）．

(3.4) s′ ≺ tかつ t′ が t よりも上段のとき．

(3.4.1) s′, t′ が反対側ならば compl(t), t′ は同一側になり，両

者の間には 未訪問点が偶数個存在する．それを s2k ≺ . . . ≺ s1

とする．後半は未訪問点があれば必ず順番に訪問するため，

comp(t) からは次に s1 にエッジがひかれることになり，その

後にはその相対点 comp(s1)には comp(s2)にエッジがひかれ

る．これを繰り返すと compl(s2k)から t にエッジがひかれる

ことになり，t は compl(s2k)と s′ の異なる 2点と接続される

ことになって矛盾．したがって，このような場合はない（図

5(3.4.1)）．

(3.4.2) s′, t′ が同一側ならば t, t′ は同一側になり，両者の間に

は 未訪問点が奇数個存在する．それを s2k−1 ≺ . . . ≺ s1 とす

る．後半は未訪問点があれば必ず順番に訪問するため，comp(t)

からは次に comp(s1)にエッジがひかれることになり，その後

にはその相対点 s1 には s2 にエッジがひかれる．これを繰り返

すと s2k−1 から t にエッジがひかれることになり，t は s2k−1

と s′ の異なる 2 点と接続されることになって矛盾．したがっ

て，このような場合はない（図 5(3.4.2)）．

以上により，cj − cj+1 = 3のとき，st と s′t′ は交差しない．

(4) cj − cj+1 > 3のとき

(1)-(3)と同様の議論によって stは前半にひかれたどのエッ

ジとも交差しないといえる．

(1) (2)

(3.1) (3.2.1)

(3.2.2) (3.3)

(3.4.1) (3.4.2)

図 5 補題 1 の説明図（図では compl(p) を p と表示している）．

5. 円の外部で交差のないことの証明

5. 1 円の外部での接続

π にしたがって円の内部で交差なく n 本の線をつなげられれ

ば，その各ペアに相当する点を円の外部でつなぐことで１つの

閉曲線をつくることができる．

［定義 5］ (極長エッジ) 円周上の 2 点を結ぶ 2 つのエッジ

を (a, b), (c, d) とするとき，円周上を時計回りに辿ったときに

a, c, d, b の順に点が出現するとき，(a, b) は (c, d) を覆うとい

う．エッジ (a, b) を覆うエッジが存在しないとき，(a, b) を極

長エッジとよぶ．

円周上の点を {p1, . . . , p2n} とし，円の内部でこれらが交差
なく結ばれた F(π)が与えられたとする．

以下の手順によってこれらの F(π)におけるペアを円の外部

で曲線で結ぶ (図 6).

(u = 1のとき)

S = {p1, . . . , p2n}, R を円の外部領域とする．
S の 2つの要素を結ぶもので極長エッジの１つを P1Q1 とお

く．R において P1, Q1 を結ぶ曲線 cv1 を描く．

— 4 —



(u > 1 のとき)

S を円周上の点の中でエッジ Pu, Qu および cvu で囲まれ

た領域内に存在する Pu, Qu 以外の点の集合とする．また，R

をエッジ Pu, Qu および cvu で囲まれた領域の中で円の外部と

する．

S の 2つの要素を結ぶもので極長エッジの１つを Pu+1Qu+1

とおく．R において Pu+1, Qu+1 を結ぶ曲線 cvu+1 を描く．

複数の極長エッジが存在する場合はそれぞれについてこの手

続を行なう．

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

図 6 補題 2 の説明図.

［補題 2］ 円周上の 2n 個の点のペアをとり円の内部で互いに

交差せずにつなぐエッジが描けるならばそのペアを円の外部で

互いに交差せずにつなぐエッジを描くことができる．

証明の概略) 円の内部で互いに交差しないエッジをかいたとき，

円周上の点 A1 と B1，A2 と B2 がそれぞれ線分で結ばれてい

たとする．cv1, cv2 をそれぞれ A1 と B1，A2 と B2 を円の外

部で接続する曲線の線分だとする．

この 4点の円周上における相対的な位置は，円周を辿ったと

きに出現する順番によって (A1, B1, A2, B2), (A1, B1, B2, A2),

(A1, A2, B2, B1) の 3通り考えられる．

最初の 2つの場合には，隣接点同士をつないでいるので cv1,

cv2 は交差しない．最後の１つの場合には，カバーケースなの

で cv2 を cv1 よりも円に近い領域に描くことで両者を交差する

ことなく描ける．

これを繰り返すことですべてのペアの点を結ぶ曲線を円の外

側でひくことが可能になる．

定理 1の証明）

補題 1と補題 2より並び替え π が条件１を満たす場合には

π で示される順番で 2n 個の点を結ぶことで１つの単純閉曲線

を得ることがえｄきる．

証明の詳細は [8]を参照．

6. 考 察

この条件は十分条件にはならない．たとえば，π =

図 7 π = (1, 2, 5, 4, 3, 8, 7, 6) に対応するエッジの図.

(1, 5, 2, 3, 4) は条件１は満たさないが，交差なしの単純閉曲

線を描くことができる．

ではこの条件をどこまで緩和できるだろうか．以下に１つの

可能性を示す．

［定義 6］ (並び替えの連接) π1 = (c1, . . . , cn)，π2 =

(d1, . . . , dm) をそれぞれ {1, 2, . . . , n}， {1.2, . . . ,m} の並べ
替えとする．π = π1 ◦ π2 = (c1, . . . , cn, n + d1, . . . , n + dm),

ただし dn+m = c1 とするとき，π を π1 と π2 の連接とよぶ．

[条件 2] π = (c1, . . . , cn) に対して ∀i(1 ≤ i ≤ n− 1); ci+1 − ci

が奇数．

［命題 2］ π1 = (c1, . . . , cn)，π2 = (d1, . . . , dm) をそれぞれ

{1.2, . . . , n}， {1.2, . . . ,m} の並べ替えでともに条件１，２を
満たすとする．連接 π = π1 ◦ π2 = (g1, . . . , gn+m) とおく．

ei を Qgi から o Pgi+1 (i = 1, . . . n + m) へのエッジとする．

g1 − gn+1 が奇数ならば (g1 − gn)(gn+1 − gn+m) > 0; 偶数な

らば (g1 − gn)(gn+1 − gn+m) < 0. したがって eg1 , . . . , egn+m

は交差しない．

［例 2］ π1 = (1, 2, 5, 4, 3), π2 = (8, 7, 6) とする．これら

はいずれも条件１，２を満たす．このとき π = π1 ◦ π2 =

(1, 2, 5, 4, 3, 8, 7, 6) に対応するつなぎ方によってすべての頂点

を通る単純閉曲線が描ける (図 2).

定理 1は並び替えの任意の有限個数の連接に拡張可能である．

［命題 3］ πk = (c1, . . . , cmk ) (k = 1, . . . , N)が条件１を満た

すとする．

π = π1 ◦ . . . ◦ πN = (g1, . . . , gm1+m2+...+mN ). とおく．

そして，M1 = m0 + . . .+mk +1, M2 = m0 + . . .+mk+1,

M3 = m0 + . . . + mk+1 + 1, M = m0 + . . . + mk+2

(k = 0, . . . ,m1 + . . .+mN , gm0 = 0)とおく．

gM1 − gM2 が奇数ならば (gM1 − gM2)(gM3 − gM4) > 0; 偶

数ならば (gM1 − gM2)(gM3 − gM4) > 0.

このとき πの順番によって点を接続するエッジを描くととこ

れらは互いに交差しない．

7. お わ り に

内部で 1つの接点を共有する複数の有限曲線セグメントを 2

次元平面上で連結して交差のない単純閉曲線を描くことができ

るような必要条件を示し，十分性と拡張について考察した．必
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要十分条件として成り立つ n の上限についての考察と一般の n

についての条件のさらなる緩和の検討が今後の課題である．
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